TH ie SEEMS pA T R RG ERO Ae. mHE IE 
F UAE se Be ait. kaha — 4 HERUM. — 7; T8 JE Bas fn] A 
ie, PAIS ole, BAHAR EE E 
EAE SHA HLA oa BL. 

AIEN FE & Se h EN A SE m 
PAS. saa AeA ie. AJLA Beier. HA Yl 
Res. BINARIES RASA NH-- PR ee A: 
iL PAS JI FRP A Ae HEB SE En RIS AY JJ. 

Ae 45 EO A AS ECR PE. GRE] Hs A E-t 
托 丰 斯 【INavrier-Stokes) 方程 【以 下 简称 为 N-S FE) ut 
N-SWE,. PRIS. PARADE. RAP ee 
fh TE Be Tit int 55 9 29 is BA TE. 


第 - - 节 ”让 竺 流体 力学 与 数值 模拟 


任何 流体 运动 的 规律 都 荐 出 以 下 3 个 定 德 为 英 础 的 ， 质量 守 
Heth, 动量 拉 恒 定律 和 能 量 守 恒定 律 。 这 些 基 本 定律 可 由 数学 
方程 组 来 描述 。， 如 欧 拉 iEulsr) 方 程 ，N- 5 方程 。 示 用 数值 计算 
方法 ， 通 过 计算 机 求解 这 些 数学 方程 ， 研 究 流体 运动 特性 ， 给 遇 
流体 运动 空间 定常 或 非 定 常 流 动 规律 ， 这 样 的 学 科 就 是 计算 流体 
力学 。 

计算 流 体力 学 的 兴起 推动 了 研究 工作 的 发展 。 目 从 1687 年 
千 蛋 定律 公布 以 米 ， 直 旬 本 世纪 50 年 代 初 ， 全 究 流 体 运 动 规律 的 
主要 方法 有 两 种 ，- -是 实验 研究 ， 它 也 地面 尖 验 为 研究 手段 m$ 
一 种 是 理论 分 析 方 法 ， 它 利 几 篇 单 流动 模型 假设 ， 给 出 所 研究 问 


DÀ 


met Fe] APR ARR BG UJpX EE a s H E a EE o T A 
RA ERAH. PUT SHR Lae, ArT an 
POT AR. TREES MR AEST RK AS ae. Bae 
IHNED a, REH SE H aay ee E pri A 9552: H 
BUE. FAT, MRH A BEE ae ee AR SE EE a a E 
AES, FRET AE ESOP REAR 6a XE eR RT 
dt 258 iit Dit Beye REW A BY is SE. 

计算 流体 力学 的 兴起 促进 了 实验 研究 和 理论 分 析 方 法 的 
发 展 ， 为 简化 流动 模型 的 建立 提供 了 上 志 多 的 依据 ， 使 很 多 分 析 方 
法 得 到 发 展 和 完善 ， 合 如 目前 在 飞机 工业 中 许 用 六 证 前 而 元 法 就 
是 一 个 很 好 朱 和 例子。 然而， 更 重要 的 是 计算 流体 力学 采用 它 独 有 
的 新 的 研究 方法 数值 槛 氟 方 法 一 一 研究 流体 运动 的 基本 物理 
竺 性 。 这 种 方法 徇 特点 如 下 ， 必 给 出 流体 运动 区 域内 的 离 肯 解 . 
本 不 是 和 能 析 解 。 这 区 册 于 一 般 理 记分 术 方 法 ;总 它 的 发 展 与 计算 机 
技术 的 发 展 直 接 相 关 , 这 是 因为 可 能 模拟 的 流体 运动 的 复 共 程度、 
解决 问题 移 广 认 F 和 所 能 模 拒 的 物理 尺 府 以 及 给 出 解 的 精度 ， 都 与 
TREE. ASF. RE RAMEE A BRAK: Gu 
eR Aes (REAR EO i AR R O EA. 
DY AT ERE TS BS CBee. BUR. Kite BEL SIE 
性 质 、 模 型 尺度 等 ) WBA OHARA S hat, Fees ate e 
数 的 定量 结果 。 这 常常 是 风 洞 实验 和 理论 分 析 难 以 作 到 的 。 Bin. 
BEM SEA AAR BOHRA A. BR RHE 
Es [a] Hii p Bip RR fe A EEE FE Og RSD PR + SR, A 
[BUE eRe RES. Pa Ae tes, (usd Ax 
ODEEXPHE UU Zz PROS ER EETU BE SERERE. BSR TT SCARE ~ 
REE TE PES? In Pea SPICE RAT KBE, IUE x 
Dh eb a6 eh de np A ar As n Be d A A ee EE TSE 
MiP SE. Ps ik SE A. PRET, Ua 
密切 美 系 的 模型 方程 的 严格 数学 分 析 。， 以 及 依靠 启发 性 的 推理 给 
出 所 求解 河 题 的 数值 解 的 理论 依据 .然后 再 依靠 数值 实验 , HS ELSE 
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验 和 物理 特性 分 析 ， 验 证 计算 方法 的 可 靠 性 ， 从 而 进一步 改进 计 
T Jr. 

事实 上 ， 实 验 研 究 、 理 记分 析 方 法 和 数值 模 氢 是 研究 流体 运 
动 规律 的 三 和 神 世 本 方法 ， 它 们 和 的 发 展 是 栅 互 依赖 相互 得 进 的 。 

Bo TTT, i WEB Ua 0E Bu HER Je EA LT LGR AR 
发 展 而 前 进 的 。 一 般 米 说 ， 有 只 有 计算 机 和 的 速度 、 内 和 存 和 外 围 设 将 
X ll -— xe TE IE EL AP SA a TRE G7 SEGBT DE ER GS ILU BR TE dx 
术 的 提高 、 下 型 计算 机 的 出 现 ， 计 算 流 性 力学 所 研究 网 题 的 深度 
MURERE R EDER HATHA AR t E, i H. 
"ICT RE TERE BR H Ho S (Campbell? Al RE W 
"Mueller? @ Are Ae (HER, ST EER PASS 
HRD, MEEME WR p E TERK, inke i Kim? 和 
XE[ (Moin) 等 人 在 数值 计算 中 发 现 了 倒 妃 踪 渴 ”…”， 后 来 被 实 
验 研 究 所 证 实 。 其 研究 领域 也 随 着 计算 机 的 速度 种 内存 的 增加 而 
PRPA.. BURN CRS 中 采用 64 个 节点 己 移 成 的 NSC 计算 机 , 求 
和 解 韭 定常 不 可 压 N-S 方程 ， 直 接 数 值 模拟 各 向 同性 in 流 ， 得 到 
了 较 好 的 结果 。 这 使 人 和 们 更 清楚 地 了 筝 到 采 崩 直接 数值 模拟 的 方 
法 上 与 实验 研究 相 结 合 是 突破 多 年 漆 末 能 解 灾 的 流体 力学 关 尾 问题 
一 一 - 消 流 向 题 的 重要 方法 。 

总 之 ， 计 算 流 鱼 力 学 的 兴起 促进 了 流 惨 力学 的 有 发展， 改变 了 
党 体力 学 研究 工作 的 状 剖 ， 很 区 原 来 认为 礁 以 解 江 的 问题 ， 旭 超 
声速 、 高 超声 速 钝 体 绕 流 ， 分 离 流 鸿运 动 、 低 密 订 效应、 真实 气 
(eM ORS, RAT TAIRA, AAA 
AE Usa LESS UB. 


第 … 节 ”计算 流体 力学 的 发 展 can 


计算 流体 力学 首先 是 随 着 计算 技术 和 字 航 飞行 器 的 发 展 而 发 
展 且 逐步 形成 -独立 学 科 的 。 计 算 补 问世 以 前 ， 和 研究 工作 的 重点 
是 三 图 导 方 程 的 数值 解 。30 年 代 中 所 研究 的 绕 流 流 场 是 假设 气体 


的 粘性 积 旋 度 奖 应 可 忽略 不 计 ， 故 流动 的 控制 方程 为 拉 管 科斯 
(Laplace) Fri. sKf 8g Jr Hz Rb EA RE uu. 也 就 是 日 前 RPL 
Jk rp pie M Aa Gagu ER. DAR. 为 了 省 处 精 性 效应 , B Yu 
A E EC EE SEU E. 并 发 展 为 以 位 势 流 方 程 为 外 流 方 程 , 与 
AAR E D EA A ER AE TSE HT EU HS. 
HH, jf. Ze Be SE T d Vu) DEP eSB, TA ASE 
(Hadamard), ERA (Courant), SSSR AER, (Friedrichs), 
ik ey Se Cletposceun), BER (CoGomes), BRAT EK 
(Tuxonon) 等 人 研究 了 偏 微分 方程 的 基本 特 性、 数学 提 法 的 适 
定性 、 物 理 波 和 的 传播 特性 、 解 的 光 潍 性 和 唯一 性 等 问题 ， 发 展 丁 
Ly ie HRP Oy AFB PS. We. E Bd. 3h Ge E w OM POSE AE 
(Lewy) @ABRT Smits, PRAT ESE A Ju» 9 
A Hil 70 75; EAA EE PE PE -E E, AEP PERE 
(A lal RES, CEP oH eis} 2r A th, FA uEB I A AREA ae EU 
连 继 系统 ， 最 后 利用 代数 方法 确定 了 差分 解 的 存在 性 。 忆 们 还 讨 
论 了 双 曲 型 方程 的 特征 性 质 ， 提 出 了 特征 线 方 法 ， 给 出 了 游 名 的 
稳定 性 判别 条 件 CFL 和 条件 。 这 些 工 作 是 差分 方法 的 数学 理论 
Jal. 40462 0b, G P € (Von Neumann), HB A Fi R 
(Richtmyer?, #3 (Hopf), Fi "mp (Lax), M 74 fg ow 
(Onekrenx) AA fb — 22 & atin T AR PEA HH 7r PEST IRR 的 
WATE. ABARRMAR oS MRM v 了 理论 
基础 。 

60 年 代 中 ， 基 于 双 曲 型 方程 数学 理论 基础 的 时 间 相 关 方 法 开 
始 应 用 于 求解 宇航 飞行 器 的 气体 定常 绕 流 流 场 问题 。 这 和 方法 的 
Ab IB de MB ce Pe du 7; Fk SESE AE N-S Jj EHE. F HX 
bi Ar Teu XV HH 109 775 FE EIAS E Eq. AANE 77 Ped EEG SE 
由 此 而 得 到 对 于 时 间 + Gh SA Be GA Be BT BOR EJ E 
常 解 。 访 方法 虽然 要 求 花 恬 更 多 的 计算 机 时 , 但 内 煞 学 提 法 运 定 ， 
LOR TARA m AREH EE pe a AIEE a E, R E 
W EHE B)— me B. Ma E fe war (Lax). mM 
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(Kreis) 和 其 他 著者 给 出 的 非 定 常 fhe 微分 方程 闫 分 FS 
定性 理论 ""， 进 一 步 促 进 了 办 间 相关 方法 的 发 展 。 本 症 所 描述 瑟 
基本 育 法 是 时 间 相 美方 法。 为 一 类 方法 姑 壬 对 - * 些 具 体 占 题 发 展 
起 来 的 特 练 六 法 ， 用 以 求解 非 线 性 定 笔 站 题 。 这 些 万 法 的 特点 是 
篇 单 、 所 需 计 算 机 时 少 . 但 这 些 方法 只 十 局 部 性 的 特殊 万 法 . 例如 
在 旨 0 年 代 中 、，60 午 代 初 针对 钙 头 超声 速 缉 流 数 住人 贸 所 提出 的 
FETU AL BIT EC AUN SA PE UE BIE T., 

Tock RFE Ta ini fe SE RSE A Ap SP 
Seite AA se. SCE PBS B (Murman) dü FP 
(Cote) 提出 的 计算 方法 "解决 了 有 跨 声 速 绕 流 中 的 混合 型 问题 . 
他 采用 松弛 方法 求解 位 势 流 小 扰动 方程 ， 数 伯 模 氢 带 激 波 的 器 
jS Sein. TEAB TASTE BS — GOBRIM BORA XC de H Pe Sa 
HE a. BARU ARE (Jameson) " £i Y A 
FOR TR, BERS- ARE ORE DTE BE D BUE 
Sed X. RST mex. Bbüjixge sik D BRM AT UL DE 
Umit. HIE. AIEI ARAM MARAT. A Tee 
pS TEE = EO ee. TEP Pp ee 
HIRTT, RREH- (Runge-Kutta) 方法 求解 非 定 常 
RAE. SO [ug gu s ye SL = f DR Du PLI. 

TO4E4X EISE. dl dab ds US BR Pe A net B5) 55 个 领域 是 
ZARE Sco, KANES N-S AA. EIA RRL AHR d 
格式 €Potal Variation Diminishing Scheme, LER RR TVD 
Re) AR FC Bk ah eG (Essentially non-oscillatory scheme. 
WG BREN O #5300. cP le Ree ARR (Conservative Supra 
charecteristic Method. WURRMRCSCMATE) p. ik oo 
BRI RSE oe He ie A SS Ps eR A a dH OE 
mee Ste eA T OE. FB CLR) RRMA 9 Rs Ux 
REAREA. MERARI. BPE TOL. Ar aa, £2 
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“ARR bt Te i PE a. TF ea. X HA GRAY 
Kt ^E CSR OR ALATA TT A. OR RAE GE STE N-S WO. 
RUB ESL ANDA RAL SLAPS AE R, RR Ae OR PE SE UE 
流 扬 。 

在 国内 ， 早 在 50 年 代 就 有 了 计算 流体 力学 方面 的 研究 工作 。 
BE i E PE JE ESSE ei SL 8B PS xg C hh a 3o BY Be (up fm OY PH. 
Wt TE Pu Sk ARERR RE RATE CO AE HEUS. B. MER 
ETSI Ae. RR. RR ee Ri AK AR 
TE RETR. FG RB YR Ee ETT. 
oe tT BEA E 2 EO See BU or RR) 70g 
fl, Jr ie 7 SR AI a) HES A BOR ESE ce Pe Jy Re. T BR O88 
N-S ARAH EN- S OPI PACA BEARS. FEES RAE 
Ji. TORRARE RR ie ff Sp Oh P= OS 
式 - Se, EAN- 5 方程 的 求解 中 ， 计 ' 算 方法 有 了 较 大 的 
进展 ， 先 后 提出 了 开关 函数 方法 ””、 调 解 央 子 方法 “、 紧 致 迎 
由 和 格式- 、 排 进 达 代 方 法 一 7、 无 波动 无 自用 参数 的 耗 散 客 式 
(Non Oscillatory Containing no free Parameters and dissi- 
pative Scheme, ELE ERNNDHE3S2 7. Ei BE Rh Maxi- 
mum and minimum Bounds preserving Scheme, 以 后 简称 
M BRR ROO RIFE RIL LAR OPE, IRAE RSE PE 进一步 改进 
TUR AE, drm SRR, OO "iE ee 
APSE SBE mu Ae Se aR ES RICE Te te FS 
的 美 分 方法 研究 工作 中 初步 形成 了 自己 的 竺 点。 很 多 作者 采用 自 
己 提 出 的 计算 方法 ， 求 解 可 压缩 KRK-Ss 方程 ， 给 出 了 各 种 复杂 流 
场 的 计算 结 杂 。 如 分 离 流 流 场 ， 激 波 边 界 层 干 拢 流 场 以 及 省 种 飞 
行 器 的 绕 流 流 场 等 。 在 本 书 中 将 给 出 作者 的 部 分 计算 结果 。 

永 当 指出 ， 近 年 来 计算 流 性 力学 在 我 同 发 展 很 芯 ， 很 鹤 学 者 
作出 了 不 少 优 秀成 果 。 由 于 标书 作者 工作 范 用 所 BR, ix Hi cR 能 
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第 三 节 计算 流体 力学 中 的 几 个 问题 


正如 前 面 所 述 ， 本 书 所 针对 的 实际 问题 十 蓝 是 超声 速 高 超声 
GH He Tie MB. RE, ERA 
BE. REPEL. 47 iS Fe I, i HE Vy BL: 8p 
SAARI PR. lit, Rai ROSA D [RBS CE 
和 解决 的 问题 。 


一 、 激 波 的 数值 模拟 


对 于 非 线 性 双 邮 型 方程 ， 如 非 定 常 殉 拉 方 竹 ， 不 管 初 始 值 如 
何 光 滑 ， 解 可 能 是 有 闻 斯 的 ， 对 诺 的 物理 问题 是 流 场 中 激流 和 切 
向 间断 的 产生 。 这 一 特性 使 得 非 线 性 双 丝 型 方程 的 求解 有 它 特 殊 
的 困 准 ， 流 场 中 激 波 的 数值 模拟 成 为 计算 流体 力学 中 所 研究 的 站 
3 [a] it zn — 2 

BURMA RI TEER A. BIR AL Gk UE B 
Ti. 

(—) 激 波 装 配 法 

这 种 方法 的 基本 且 想 是 将 诉 波 作为 非 连续 的 按 界 面 来 处 理 
此 方法 的 优点 是 计算 精度 高 ， 而 且 在 间断 面 处 满足 “由 
AFP” dI ELLA CA BITS SIS a FE AE WEE — Fr] du EGRE. AÀ mp uz 要 
SR BOR S PRIS Re Ux: RERE A H e PIDE 
Qi, FAIA RARA. USER IRS ASR PP AT. BIDS 
-PHL anA TY RR. RP ERU 
Ey TES SK BR TAAR Dt A BUSCO CE FCU E EE. 

(Z) 激 波 捕捉 法 

这 是 日 前 应 用 最 广 的 激 波 数值 模拟 方法。 其 基本 思想 个 古 将 
TES) HEE AGA RARE, MERR EATA AE SB iti 
ik. TERR ADC KAHN. Fe ATR AL BPA 
Be SK TED. WT BE a RS SR. REA] — EIAS BY fo 


FAK A Se ot PE, Ee sy AE Pe IE a, HHE 
特性 失真 。 而 且 在 粘性 绕 流 的 计算 中 ， 过 大 的 差分 耗 散 将 捧 莹 流 
场 中 真实 的 物理 耗 散 。 二 阶 精 上 度 差 分 格式 所 给 出 的 数 利 解 在 激流 
Bip ate pe AE SR a edie hy. B nE BER i BE a. SEY 
Dre TE ARR LA Sea Em. AMJIAIR S, 2u Y IL 
RAGES Be PE. FE BE RTE oy HA Ye SRF. DAE 
$8 SU Ae HE ga RE BE. Ak Aha TR HE TH. Suv 
Hae wi CLax-Wendrolf} ERE U RGB. WE HRA OY 
"ds 22 2 A m fefe ORR ee. WU ix 285 PE do e 
XX gH HEX AR. ILR., OA YP HH GU A RE Ry PE- TE 
ft P8889, wpoucEISAMB£HuE eS SP? a a EE op ee B 
WEA FE. DA BRIE PBR PEN SRE. FRU SIE 
TEES AR. AHA TEMA., SRP A PER, 
FL Sy RE pIi xp nag xk A GD ae, GB ze a> 
fe TE UE RE A a. Fe RO eo) SERB. PE a SES D 
激 波 捕捉 方法 、 X SKE A. USE REAR Se 了 了 不 少 工 
i£, BRP RPI 7. Bote. TV wa NS A E 
dE fg e RHA ETT ERAR dE | ee ros PT BEE 5} 
fied UE BET SE PS a, LAG DVD Re T OE 49 
oe p SeA a, P Roe). MA (Harten) SA UMITI 
AUG (Riemann) MART. FiA EARE Ear a, 
给 出 了 CSCM FR TT, AHORA SAL ATT RE T 
dick. Bobi pee ea AG) SERB. akid 46l gE— E 
hé r CSCM 方法 。 

在 国内 ， 很 多 学 者 也 深入 研究 了 激流 的 数值 模拟 问题 ， Py 
了 很 多 好 前 计算 方法 ， 如 NND AU, MmB ee, EGG 
Rast", FEMA EES OSE, AM TVD HR. ENO 格式 进 
FITRA AUTA., ZIRT BBE SIA TVD eA ENO 格式. 
5S PE ABEL 654) ES PERE BT oe. GRR T 
Bask. E gx px] AB Sts XE T^ ta Tio 


一 .刚性 问题 


刚性 问题 在 数学 上 是 从 党 微分 方程 中 提出 来 的 .车臣 常 币 分 
Tr FE eH 
dü 
dx 
APAC OS m x m PRR, u Al Em HERE. CHOR RAS OD 
的 特征 值 随 x eA 【例如 可 变 作 一 个 量 级)， 且 和 H1 
FIRE MERAT LARJE (Stiti lei. BPA ART x AY 
He Ax iia. Bp 


=ACx + Fix) CT-8-43 


AXA [>> 1 (1-3-5 

AS RRRA: x) ARP. FEO RE (1-3-1) W A pR G EPEA 

(x) nudi ACRETE TA. MPI GOR I BITTE fui BHO a Oe 项 
(BV E] H 382. hE ERIS B. 

xXx E pp gi xu etr p d: ja) fei nie 4E AIR X ELIO CD. FF eR 
上 度 的 差异 所 导致 的 刚性 后 题 。 

在 计算 尝 体 力学 中 太 致 存在 有 两 各 畴 性 问题 。--- 种 表现 交 空 
HEBES RULES ae, dU a ae TR R PESE ULERu. WW 
#0 pij Hg ayuu ch x be gr gs TR Ep kk. TEYAIX Bl 
p E Ss RA ko APT. AR N-S A BY OTE 
项 为 带 小 参数 ] me 的 一 阶 寻 数 项 ， 即 当 Ay. Red 1 Bb. A RU 
性 问题 CxX Re ARR. As AMM ei). SRT. 在 
HEK BEA 89 355 sh SRR Rab HE sh A Pa. BR TET DU. pi 
个 流体 运动 的 流 场 物理 特性 的 影响 ， 在 很 多 情况 下 是 不 可 忽略 
Ay, BOD HTA FE BE. IL BORER Ay ERD, {E OR Ae. Av— 
1; 第 :- 神 表现 为 随时 间 变 化 的 物理 凡 度 的 将 异 ”…”。 这 里 又 和 分 
AR Mita. —AEELRABMR RE RARE. AR PS a ae 
特性 。 epee p wu sy EPR, STA RR. 例如 
TE EpEH FS BE BSP AS AE FES Ree, PR RE 
T8] 2E 4E Pe f Bey BE Eb] ue Dici Va BE Sg AN, ix RU 


情况 下 ， 可 通过 初始 传 的 处 理 、 泪 波 方 法 或 简化 流体 运动 方程 等 
方法 去 卸 氛 内 虑 物理 亨 的 影响 ， 如 马赫 数 赵 近 于 零 的 欧 拉 方程 的 
极限 解 就 是 -个 很 好 的 例子 。 

本 书 中 廊 涉 受 和 的 刚性 问题 主要 基 第 一 种 。 为 了 解决 这 一 问 
RW. HA TO 盏 伐 初 开 始 ， 计 算 流 伍 力 学 中 就 开展 了 求解 上 锅 雷 Wi 站 
N-S 方程 的 计算 方法 研究 。 最 初 人 们 采用 显 式 格式 求解 可 JR ME 
N-S 方程， 方法 简单 且 程 序 工 作 最 小 , 老 科 马克 {MacCormack; 
FARA DAMAO RIMAR E F A 辐 题 R E 
HH Eria BE fe AA SUSE SK. OR CSET HE SH N- SO E., 
8 HIT P TR BEER Tt A HR Aa EU BS Ee ER 
TEI A j e aeia Ea ra RA BInypibdempeuH mE CPL 
F UTRA Ra a. EREE R ^v 是 够 小 ， 使 得 每 一 
Sf [RT 2 S rb d ah fg G E HA 63086 TR 亢 不 能 超过 空间 的 最 小 步 
E. BPE GPR OR OH ISI Fe A ER FE ry d: EUR PESE Cn dE 
FEAR RAWE. Top A- I POA AR APR Baa op 
BRACKET EA N-S Zr RY A RS ea (A OW 
EI. HL. 7X. ER). 


=. PBRESDH SS Wee RE 


SS RR i eee Ae A SA a. IBDRISES4EBHDE 
1) Sp BE A Ee, Ta A J) ROB ey Be op 
ag — 4-3; HE dE S A ee BE Be iP se IE. Sn By esp e 
JE TEE EISE. fe ER ee BE TP RA Zr TB E s 
羡 率 ， 柜 计算 方法 更 复杂 ， 和 一 计算 步 又 要求 更 多 网 计算 量 ， 申 
时 可 能 侍 方 法 和 失 挤 普遍 应 用 性 ; SS PIR ETT AR. 
HO PD Ae okt Beak CE EP AE GY fie a. 此 方法 开 合 于 非 光滑 流体 运动 
Wie Ba RA, (AER IIRL AA Ae RI. 29 aR 
Beix- TARE, APIA HET IRS EIR ER AR SS. «A ee 
FHAR TERRAM R E 4 SES eS Ti, LE t FF 
PEAR Sy. MERA RE te RPE SB, dA A iE M A 


T T 
toa 


Mr. MSH. SE SWNT. WITR AMR REPRE 
AREE, Sica ROS RE RSL, MPS AI. SARE RRR RR 
TE A SE esac ME BEM AL. Ax.— AQ 1+ OCA) [这 里 AX, AX 
XT ME SE on > SG BRA ede RHE. A BE PRR SE > a A 
Raa. So 5h, BRIE ST RE Sp aR OA A pps DC bk xE [81 A P 36 
区 meeps UE Bf i ee BY. 


PO. Sos 5 2 8 1B EE IU 


ABC (EBL 2 EE ALTES Ae PB ee ed He PR A 
HAIG. EVAR EAR WEE, Wa AREARE 
NIRS, FRR AEA TERA Pie: 另 一 
TAREE Eg RE a, ae) Po eS EE WMA th 
AF FER TBR TR. RT is BY d Ed» REAL 
— 7S TRE TAT. CA BS A EA ee EM HE HH 
发 推广 到 多 维 . 而 且 有 些 方法 中 所 采用 的 近似 , Se ot A TE 
的 人 说 息 ,而 分 离 滴 内 出 现在 二 维 或 三 维 的 物理 问题 中 。 近年 来 
开展 了 对 这 一 问题 的 研究 ; 位 这 还 具 基 才 始 , 问题 远 未 得 到 解决 。 


Fi. ALB ES LER TU 


45M As) BL, Aiie E A E RIJE E NL. Hoy 
PSF PEAS BP REAER EAH. BSR RASA 
DW T SET ii iba ay hl a, Oe SS E N Beast a a ze SU 
BY aS He ORE A. AARAA S k (Kolmogorov) M 
i POTS oh Bui DEM BE. EIR HEISE EI HE SP eR 
运动 的 雷诺 数 fe 成 正比 ， 这 是 目前 有 所 有 的 计算 机 的 内 存 和 速度 
难以 达到 的 有 要求， 特别 在 我 国 现 有 计算 机 的 条 件 下 ， 求 解 该 右 古 
更 是 困难 。 目 前 在 实际 问题 中 ， 项 流 流 到 的 数值 模 执 多 采用 工程 
Wu rr. EA BE BE BARBIE (Baldwin-Lomax)? 
FEB, Pa Rio, UAE 3E (lonhson- 
King) 潮流 模型 为 更 好 。 
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第 四 市 ”模型 方程 及 其 数学 性 质 


为 了 试 识 流体 力学 基本 方程 的 数学 性 质 ， 在 可 书 趾 将 通过 向 
单 模型 方程 的 讨论 ， 说 明 -系列 基本 概 低 下 其 计算 方法 的 特征 。 
LA ge shy Fook R MGE se ERI ee. EHET (Burgers; Jj TE 
BEL N-S HE. KNEE Bg fe] mcr: ELK BRL ROT 
a (eR AR, OE HI a Be Bi ke 去 
fil, atte FARA a eS, BBA 
Min aA Sl), aR RAE. SI RE EB. | 如果 微 分 
A PEA) AE EPR EME -. APE RETR See. UN |] 
Mm) sb EAE TAGE A o 


一 、 一 阶 波 动 方 程 
A MET Een) 


af ax (1-4-1) 
a(x, GJS PIX) 
EAR, — coL a e tI 
Hepe AGM, PCX) 为 给 定 的 初始 值 。 在 《xx，T) 3 Hb 
MER EA dx/di— c 的 直线 族 
区 一 Cf 二 常数 
AX (1-4-1) 可 以 看 出 ， 沼 此 再 线 族 有 
du 
“di 9 
Bu = u( $), = xci, iX UL BB XE ELA. Hak dg fe 
iD PET TS] AB, th EERIE RE. RR aA. 
可 和 社 微 分 方程 (1-4-1) 的 解 为 
“ix, >= Qix —cel) 
XP ÉBGU REBATE Px) EE, Wt [=t IA Xj — 


pi-p 扰动 波 的 传播 
(a5 cohe Tb) ¢<06 BE, 
fie. ABLE c nae Y — ERES BE ci (S uA 1-1). tH 
AE oe SBE HE REE c ER C c 00. 1x BE 1% 
48. eoi, dB x AAP RH. 人 而 波形 保持 不 恋 。 
刍 动 波 以 有 限 速度 传播 是 双 昌 型 方程 解 的 -个 草 要 特性 。 对 
于 重 为 一 般 的 双 曲 型 方程 ， 波 形 、 波 幅 均 可 能 且 化， 但 是 扰动 
WEGA SRR ER. A RE PR eT. 


—. 二 阶 波动 方程 
考虑 以 下 二 防 波 动 方程 ， 
ES — ot Zi = 0 (1-4-2) 
ux. 0) 80x) 
定 解 城 一 oo 
tQ 


= Bri Sh a A, ER RA 

x X ci-cons! 
8| RRIF AKER, E = x tet, n= x —cl, 则 方程 (1-4-2) WS 
Jg CL T JE X 


au 
aan o 
故 其 解 有 人 以 下 形式 ， u =f, ( €)+7,07) RS H 
ax, t)-—PF,x-rct) - E,x —ct) (1-4-3) 


ix ee hy PANG ff (D'AlemberO @. A h FiA F, 的 
A E SAT A 24 E R H aR EGER AIDE: 
utx, t) [Cx Fol) Ox cet) 


1 全 Toci ( r dr 1 
Tao x =el d ) ( 74-4) 


弄 以 二 阶 波动 方程 为 例 ， 讨 论 双 曲 型 方程 的 定 解 域 。 从 方程 《1- 
4-2) 的 解 (1-4-3) BE (1-4-4) 可 以 看 出 ， 通 过 Ct, x) ¥ 
面 虐 任 意 一 个 点 (io。%o2 存在 有 两 条 特征 线 ， 分 别 为 通过 该 点 
PR dx/dt — e Hidx/di=—c HMR (参见 图 1-2)。 在 
(fo, x4) BRR ud, x Ae BT x — 6f x mx, et 区 
BARAH. EA (1-4-4) 中 所 给 出 的 解 第 一 项 表示 初 妈 数 
IPT EAN A, ME MRE : > OR ZG. Al DC fal x.,— 
chy X Rx, tel, 内 初始 数据 的 效应 。 


AAA 


一 一 一 


0 xü x 
图 1-2 ERRA Pa ta A BE US d 
这 说 明和 在 (5. x.) PARAS ER n Cfo, xD MIM Fa iT 该 
A fi ps Zg Te ür £k BU RBA A fd. EHAE 
— p& lk st as TE BAS RI BE UE (hy Xe) ADA 解 Cios Xn) EX 


15 
的 影 喝 式 是 由 该 点 发 出 的 两 条 特征 线 所 包 二 的 区 域 【 如 几 1-2 中 


的 阴影 区 ) AIER RAL T A REEE a FS a a OA FE 
的 又 一 重要 特性 。 


=. WERA 


ih fü FA REAN 5 ERN A E, ERE BL] ey E 
BOIE. TRAE RP. Pe FA E 
BHAA EF JÉ SAL 

gu a*u 


aj} 一 了 "mL » 1 1-4-5} 


初始 条 件 ， 
aulx, J= plx), oo aA ta t 
该 问题 的 解 有 也 下 形式 


1 
H LX, i =, PE 


x °° exp[ ^ ]ecaodt 


avi 
RA EMMA Os) AOA, WE Re Ae 化 过 
Fim- b) BB. WRB, BTR em AAP TR 
化 。 这 种 物理 问题 的 耗 散 过 程 与 热传导 中 洪 度 的 等 化 过 程 是 相同 
iB. 不 管 初 始 分 布 如 何 集 中 ， 扰 动 总 是 在 朋 刻 之 间 传 播 于 无 穷 ， 


(5) 


Ej1-3 tizhet 
(a) OTR MAH, ，( 思 ”对 于 热传导 方程 coo WP 
(Burgers) 7714. 


HCA Reg ea eee. (AE ERA EJE fe 
HJ 3X sa: te R 3. TE RY Gr. 

ise BIA IE A) e Bd A HE Ey L. PER SS) 99 oA o 
布 在 耗 散 过 程 中 和 将 趋 于 等 化 可 以 用 量 鸯 分 析 来 个 计 等 化 所 需 的 
Rf T. SSR. TAARAT s Maa, WAR TP Re 
»” (RAAB CITI LCA CEB). v LH 
A -A SAM PALA. B Lv Hr] BA, Bub 级 
EAE 


T =L ry 
xx RAE SETS fe) PRE A j. AR E PB RADY Je 这 
— a eh A HR eR RE A des py. «SSH. RST e 
M pe iZ R EIH fa) 7° £9 KkoET- ER. 


pg. tt H (Burgers? 方程 


(ee Si ee XX UB-d dec DTE. Uf RT PSEIBIEUM XE TAL 和 
ie Ogee PR, BLE Hes - Brae shy ae SO PE AY TE 
E2245 (ARS i oy FRUI (QR fe] CE EL POE SS 


gu au 8*u 
di T° ax C^ ox 


AS AXE SR HL Im] RE SE A 

1 Of te (x — £ —et)* E SE 

u(x, td :一 了 exp [ — 4 vi cx & od 
SREP Ox) 为 一 三 角形 ， 在 图 1-3t e) pe nu [f o: 9 
上 时刻 的 演变 过 程 ， 这 里 类 现 了 耗 散 与 对 流 相 艳 合 的 物理 过 程 ， 闵 
动 波 念佛 以 集体 速度 5 传播 ， 但 由 于 耗 散 作用 ， 它 不 能 保持 渡 泗 
Ui. Cathe, duke 1-3 中 还 给 出 了 方程 (1~4-1)、 方 程 1- 
-5) 的 解 在 1 c0 时 刻 的 演 空 过 程 ， 且 玫 和 假设 给 定 的 初始 条 位 
Vix AZRE. ARER ARERIA A A u 


4 


ey SE TOA a FL, He oY a 之 
rng ae a. 


FE RED TST BRC se 


SPH ALS. JERE HOS JEFE BS — T8 SETS US n o6 1€ 5) frd 
AGIs. HARES TI AEPO ORI. CA roA 47 HGR 
Ai i BB A -IEIET FS BS (TE. gS Ric- 
mann) W$ fe) Ub f Ay BE ih HE By E Sp A, Re he se ria 
el EP IU] IT EE o 


—. BRAAK 


—HNto up 3x48 8; £6 ED BL IARASBGSR. — tT! 
Er. BU Ber EE. Mee Pe eS. LOR ss; 另 - 为 强 
(i. BU Sao al, 2 Re AT, T Ee RT. 
B on qur TED Ges GE Dn] BA fk E, ZA BD BY dim AS mp x 
Be, QUATRE id EI A 
PCV, n= ZO) —P.CV. - n— Z) (1-5-1) 
zu ty Te Rk 
OV V: n— Z2) P, n= PVC, nS ton 
(1-5-2) 
PLE CY, - n— Zt PV n=O, n Z ) — Pyen 
(1-5-3) 


式 中 -一 密度 
P———H 
V— —jÓEBE, Vou, v, w), 
E — br RAR CHE AJ A REB. 
a, in 
E= ijp o3 


af 


i8 


Tiel, 2 ——ÓX pM enin I BI E BE E 
r——- hile, Ze Lim Emad a nu mo E i, 


WAT 
m=OCV, = n— Zz) PCV, n—z) (1-5-4) 
fH (1-5-2) 可 得 
mV I Va) = Pa Pid a (1-3-5) 
对 式 (1-5-5) Aas n, M4 
mV... n—V,.-n)—£,— p, (1-5-6) 
对 式 €1-5-5) Pup X Fe n 得 
mCV,Xn—V,Xn)-— 0 (1-5-7) 


E e fem IH] BA ae BO ET. AeA m=O, mr, 

AP, AAT, BAK (0-5-4) 可 得 
Vi*n-V,- noz 

MA (1-5-6) 可 得 ，pP 二 了 3， 这 说 明 对 于 接触 间断 ， 流体 法 问 
cH RE AE AB ESE, PA cu BEGH Im xkBEGS YES. 

SF we. Arno, WAA (1-5-7) WA: 

VixXn=Ve%n 

BUSI ERA, TORRE. ERE, ARR De Be E 
JE] BF 


=, RRR 
(—) 问题 的 提出 
考虑 一 维 非 定常 理想 气体 流动 ， 其 基本 方程 的 守恒 型 有 了 以 下 
形式 
ap | a (Pu) y 
ĝi ax 
ð (Puy a(Cpw-rp) _ = 
—8 tex” Ü (1 5 8) 


ə (PE) , o (PEurP?u). 0 
CO Ct 3x = 


其 中 的 参数 的 定义 与 前 面相 同 ， 取 t = 0 时 刻 的 初始 值 在 x 二 .0 
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Bx c0 ASHAR AD: ue Pn Py Pa, On D. OR AT TR 
组 (1-5-8) ED bite, EE E Ei E ea TT E- 
阿 断 茶 件 布 以 下 形式 

Dau —Z)-—D..u—Zz) 

Pod, (#,— Z +p, = Pt t ZI+ Pp, (1—5-9; 

PE Vau — Z)24 pu —D.FE.un— Z + pu, 


REZAR x =~ Ct) 的 速度。 

(Z) 解 的 分 类 

一 般 情 沉 下 ， 给 定 的 初始 间 渐 并 不 满足 (1-5-9) 3$ X xx, 
因而 它 是 不 稳定 的 。 在 上 > 和 0 以后， 立刻 分 解 为 若干 个 满足 此 关 
系 式 的 间断 线 ， 并 以 各 自 的 速度 分 别 运 动 。 在 上 面 所 提 上 出 的 一 维 
JE BE A a. BURR A a A. oe en 
Rie FR. FEWER, KARE. PRS GN Se, f 
BRE 4A eA aa Se OB, RISO 522. MER 1-4 中 将 这 5 类 
不 同 的 解 用 图 形 霄 示 出 来 ， 以 后 将 其 体 绽 出 这 5 类 准确 解 。 

图 中 虚线 表示 接 甬 间断， 实 线 表示 激 波 ， 一 族 中 心 直 钱 表示 


一 一 "i 
L's, Ri E * 
" 


A 


us Pin Pi 
(by 
^ 
"i 
A 
a 
E 
(d) (e) 


Bii-4 #23 [aj rd 


Pobi. MAE, ÆRA (e) p, mA AWA p b Aim 
IBA RAM, FER Sp, TEE EER ¢ 0B ZU. E 
Ai tel AR SE SS A RA. PRR U oP BR OP Be 5 B. 
Ha Py Pi Feu, Pops BERIT PIMA BBE Ae (a 同 ， 
DU. pos, BRAD, 2 A, MR, 表示 Pe RAR 
xe STAY, “EIR BR SAUD ee ae. fe A, 物理 量 
由 波 前 状态 UU; O6, p BRE XHgEJGdRasU. Ke p AAP 
mbil. E), Ray eRe eae ek Ae Hà kb RE [B] ON 
的 ;对 于 激 波 ， 物 理 量 出 波 前 状态 wu. Pan b, 跳 到 波 后 状态 UU， 
AR, pip, BRAM. di Dl50i-—1. EO. 

(=) 求解 方法 

对 于 理想 完 体 ， 由 状 半 方程 ， 单 位 体积 气 栖 的 内 能 有 以 下 
形式 


2221 B 
v — 1 Pp 


Hp YATE PR. Se AA 


P 
Fig = Const 
声速 
P 
c= ni p - 


根据 图 1-4 BE REP AES. »*TEA UL BU ET qu ge 3m fF 
(1-5-9) Ej 

E ROO CRU —P,,—0 

(RU — Pim) Z - CCRU* + p) (Omit p) — 0 

(Rg—PHEEDZ == CC REU pU») (PrE Hir t pulo D 

“1-5-1093 

其 中 l 
rf Hr rx D D7 
Tro 2^ E 
BA 1-5-10)7， 对 于 无 激 波 可 得 


E 


2i 


rr —a,4 pa Pn 0 (1-5-11) 
PES AT A DRE HIS 
U — ih 一 A = (1—5—12) 
其 中 
A= oie vl z +t (1-5-13) 
Ci= I, Ë; 


FEM FG KRA, BTE DOE H R E RR PE a 
wA 


& 0 & 2. UU S Pp ) 
b--v- y wq ie 
再 利用 
1 T ` 
=y $ Des gr tisi YO 


MATARA ZX qul EMU PF RRA. WT A 
Si Us 


-- 六 二 1 
U =m- HE 一 (去 -| ?Y 上 0 (1-5-1214! 


X T GB ee UK 


y — 1) 
j= 0 


9 f (i ) zy ( 
— — 9 —_ | —————— = 3-5-15: 
Um 
L. y 


Pi 
现 将 式 (1-5-11} (1-5-7132), (1-5-14) JA (1-5-15) 绕 一 写 为 
以 下 形式 
Mt FAIR 
U —u,—— fp. Pu P1) (1-5-16) 
WAR 
U —m = FCB. Pr PI) (1-5-17) 
其 中 


Z2 


ME pL, 


WAE (0-5-16) A (1-5-17) FRB RE A Ap, 
消去 UU 可 得 到 只 含 一 个 未 知 量 的 方程 为 
4—u- fp, p, O)- fO, f POSF O) 
(1-5-18) 
29 Y HAE TRIES) RS A A) BT op SB. BE eA 
Wü IO PEN. MTEI. AR f Cp. b. Po FE pb b 
ESEP IPA xESEB)—UPTE. AA 
lim FUR, pj, Di) = lim f'ÜP, B, Pi) = no 
pP: bPsS 
Ho Pont, FG. p. O0 是 单调 上 升 的 凸 函 数 ， 即 有 
FB, Pn CSO, FOO. Pa C> 
因此 ， 在 po OR, FO 也 是 单调 上 升 、 导 数 连 然 的 凸 图 数 。 
根据 这 -… 性 质 ， 可 以 给 出 间断 分 解 类 型 的 判别 式 : 
为 了 讨论 确定 起 见 。 先 设 PSD. Wire BARA ap 
PELL T AUB 
1. uF O 时 
Py £P. 


OT se? f P )+ ?了 一 Ly FA 


2y fb 2v» 


Bw —ap-70)0. WOE AT X. POP er AO. XA 
Pip) 是 单调 上 升 。 See. AT A 
p> f> Ph 
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BD Ac aS Fe eR, ACIP ACI RR DLTPO. d 
BO) ARR fe (Pep). FARR Ziel RRA. 下 
力 连 续 【 捕 一 5 所 性质 点 都 将 向 后 一 方向 运动 ， 几 速度 连续 : 
1H- ' 盘 说 来 密度 是 间断 的 ， 故 在 该 区 域内 形成 … 接 和 触 辣 断 Cab 
十 癌 间 断 )， 这 对 应 于 岁 1-4 中 的 (a5 类 解 。 

2. UM FCP >a POP) Hj 


rao [iH] 


RH HE Pili DARA. BRAMMER. BK 与 Ph 
槛 波 之 问 的 区 域内 ， 由 十 激 波 后 的 压力 逢 高， EE HR 
A. WERDER, BER ESE mA ay PAE eT. ARE RY 
将 形成 一 接触 间断 、 这 对 应 于 图 1-4 中 的 《5 》 类 解 。 

3, 4 FCD,)u—uuzF O0) Bf, 


、 G 2 ay 
FCO = — yey po. 
则 可 得 ppb 0, MARAE KARR. 这 对 应 于 图 
1-4 PHY Cd) 类 和 解 。 

4. % FOO Tu —1u Ihj 

左 波 和 石 波 都 是 稀 琉 波 ， 且 在 两 个 稀 踊 波 之 回 出 现 真 宝 区 。 
RPT. Jedi gp Ux Ja BUB EL AR EEE. 3X (1- 
5-14) #1 €1-5-15) 中 的 UU 就 不 再 表示 同一 个 量 ， 且 用 来 求 5 的 
式 (1-5-18) BRR. FARA, A= 0. p—0,. WM 
HERTA. KUATA 1-4 中 的 Ce) Sf. 

Ue ASAE AR Pe Pl. RSS EAA, R 
Roh F(b) >un —ummFGOS) bi, AHEM poppy. MA RA 
Mug. ARER D., ORT REA 1-4 中 的 050 类 解 . 

FR thaeeymie. BAF (1-5-18) aR p. DN 
KARAM Be, ease RR. OK Be fH, FAA (1-5- 
16) 和 (1-5-17) Meta 
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Lr = OENE FCO, b. OÒ FD. Py. 06.3 


(1-5-19) 
J ERES AE Ct, x0 EBEKRE put, 
X). PCt, x), PCE, x) 可 根据 解 的 类 型 及 (ff，x) 的 
(ie 4) Bi RLF ZZ h. 
1, Ax / i < 之 U 的 区 域 
4B ARR, BREF ZAR RRR KR 
(1-5-10) £& iH 


(1-5-20) 


T UEBQÓIEHEI. Zo xo <U. u., D, DRE I fA. U. 
iy, P 

当 左 波 为 稀疏 波 时 ， 流 头 的 波束 :和 波 尾 的 波束 zf 可 由 特征 
线 的 表达 陈 给 出 


di (1-5-21) 
ZT1-—U —ei 
iB m mu BER.RDIBBEXxECD—YD/BRIESM 
R= rr 
et 


其 中 ct iy gp peu gir 
cT =C; + TIR —iy) 


YE Jc UE BTE BD SERESDE. x /1 之 人 和 Zee fic. w. 
Pp, 力 分 别 取 波 前 值 和 波 后 信 ， 在 稀 玖 波 区 域内 , Zi x / t <2), 
根据 歼 曼 不 变量 关系 有 


VENE 


2 
Ty—1i y—1 


25 
及 特征 线 。# — c= xt eRe 为 


oi X E EN 
elt, x) vx i )* à 
由 此 可 得 
#Ct, x)———rc 
c 2F 
Pit, x)= p,{ 7-1 (1-5-22) 
ty 


2. BEU <=, t we Be 

HARAR, BU rEHEZLEO DEG WDHE RID 
Zi =h -k A, / pi 
| 2, Ay {1-5-23} 

(OA, 7 0 (ua, — LU ) 

ERA (1-5-20) "mBgp4 0i = 1, FD 与 0-5-13) 式 中 的 A 
表达 式 相 同 。 

在 右 激 波 的 波 前 区 ，Zec x/t, u, P, PARR ATH, 
£, PD ERREK, UKs te ua，2。2 取 波 司 
(RU. Ru p. 

“RCA Bp GI, MARLEE WUX Rc HP ZT 和 
RG OS EE PLE EL SS ELO 7g 132 RD OR 18 

[£i mte 


la Uer (1-5-24) 


R, 


其 下 


ASBMB ER, 2A<</t MRA Kh, este, 
P. PS WUE WAR. TERT RR RA, Zi x / t 
Sle HDI AE EROD E HOUR AR 
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2 H 2 
"p 2] apor’ 
确定 声速 < 
?一 17 x 2 
t, —. LL. _ — 
e *)—S Yi ui) vy 
HbA Feu, P, PRGA 
u(t, x)= — e 
2 
PCI, xj—p( ya (1-5-25) 
pet x)= vd. 


3. FB Ra Ry 
A AMR RAP 0. FER =F =— 0, ARG EE 
UERS, AEA (1-5-21) 和 (1-5-24) RA EE UE UE Rx 
BEITRAG Har, WHEN 
2 


| Ay muy 十 T <! 
(1-5-26) 
Zt--u,— 2 er 
y—1 


mra ib iix DC 3E Ps BT 24] S LEE 7E USATE. 
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HOE XX A eh ot 7p E 
RA ZU Ing 


第 一 节 eit di ek 2T 25 FE A FE > ZEE 


LESU Se a — SE AB E a BE Yt]. PE 
线 和 特征 关系 ， 方 程 可 写 为 


au a” ar aa 、 
FT 6 ox * dx = 9 (2-1-2) 
式 中 p= f(P); 
dp 
2. 1 — f 
eod lp) 


在 式 (2-1-1) mk (2-1-3) rpoR AES o M e HRS I Ze 不 
一 致 的 。 线 性 组 合 以 上 方程， 站 x C2-1-1)+'* x (2-1-2), 使 
其 这 攻 的 微分 方向 一 致 ， 即 生得 


其 中 - 7 oA u 的 共同 微分 方向 ， 因 此 
dx c* ud 
4 — di p 
d = ü 
X » 
e u= AUT 


ED 和 2 不 全 为 零 意味 着 第 阵 的 行列 式 为 零 。 这 样 得 出 方程 
(2-1-1), (2-1-2) 的 特征 方向 为 


di "t? (271-32 
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E =ut—e (2-1-4) 
分 别 对 应 (P, P95—0e. 05 A (— c. PY。 线 村 组 合成 
方程 


ae ap ou ou 
al gi toe +o) | + of o tte joo 
(2-1-5) 
ap 8p ou A 
(2-1-6) 


PRATT HE (2-1-1) n (2-1-2) 的 特征 关系 。 
oA Ox, VOSA x, FYO= Re, HL 
X (2-1-3) 和 (2-1-4) Xr, BU SAR üt £k, Te D 


Li 


ix sex. t= 常数 
prune US vuv 
at 
El2-1 Fy tk 2k Re 
X (2-1-3)~C2-1-6) HWRE A 
D oO 
ap RT ED (2-1-7) 
ox of 
af Ct t) ag 
ou c ay 
p +m 3a 7 (2-1-8) 
Ou C ar 


o8B P? ap ^ 
xx o4 PR. 0. D. ud 4 fb or RRR AR 


Dd 


ELSE uU. 1 D L8, € 

a 9 R= Bt 7$ p t= r 

p H 1 c H C 

i-e sedere 
(2-1-9) 


Epit- bR it P= f 0)= AP, PA SERAS (Riemann: 
PER, aaja e AATRE, EARME, dup H.—— AR 
Er. PAPERS PS edd. MERANA 8S, Bak 
33k 7 EA 3c DX bg. 

MA EE A SET ITA. 

C10 MEFA IRM ar A FeR AnA, TSP A SAE XB 在 
一 条 方 问 微 分 ， 这 个 市 向 称 为 特征 方 疝 。 如 果 一 条 曲线 上 的 每 点 
的 切身 都 是 特征 方向 ， 那 么 称 这 条 由 线 为 特征 线 。 对 于 特征 线 偏 
微分 方程 {或 组 合 ) 表示 - 个 内 微分 关系 ODE BIB) f. 
可 见 在 特征 线 上 不 能 任意 给 初 值 ， 它 必须 注 足 这 个 内 补 分 KOA, 
RRIEK R, Aa AMAR. 

(25 i Ae Ee BE Sp EE. BWR PETE BRO 
给 初 值 ， 那 么 可 以 有 车 于 个 解 ， 也 可 也 说 ， 它 的 外 导数 CIE DI 
导数 】 不 唯一 确定 。 

( 35 特征 线 可 能 是 解 的 一 防 外 导数 的 间断 线 。 

现 让 讨论 简单 的 所 叹 往 偏 微分 方程 ， 并 以 它 说 明和 特征 的 普遍 
EX. SIE 


GU o 
a "+b =e (2-1-10) 


Rea, b. cher. y. v. xA Bom e— vx, 


>) meaac, Hamma. SF, — 1). 可 能 的 切 


piu — ARR, AR- He Ce, b. ©), DK 
方向 为 切 向 的 曲线 称 为 方程 《2-1-10) 的 “特征 £X. EMA 
微分 方程 


d d 

一 -一 a, a = b (2-1-11? 
d 
T = (2-1-12) 


A 


OTE Ot Ex” 
XD. FESI, Fa) 
M 


图 2-2 MiP Hee Al2-3 fA HATE 
a A) “ep AE AR” T2 ET AE E 


Hos REG “PRE SE” Bg dH. PER. SWEA (2-1-11) BRA 
ARE (2-1-10) 的 特征 方向 ， 并 把 雇 这 方向 为 切身 的 曲线 称 为 方 
程 (2-1-10) 的 特征 线 。 其 实 它 是 以 上 “ 畦 征 线 ? 在 Yy 平 面 上 的 
BE. 

mA REFERER LAA CNR 2-3 sp 8 bh), GS o 
在 每 点 解 常 微分 方程 组 (2-1-11)(02-1-12) 得 出 “特征 线 ” 族 ， 
MEP 为 起 点 的 曲 弃 所 ， 这 族 “ 特 征 线 ”生成 方程 (2-1-100 的 
解 面 。 在 地 上 可 给 出 另 一 初 值 ， 如 图 中 也 通过 已 点 的 虚线 ， 这样 
就 得 到 不 同 的 解 面 ,这 就 说 明了 在 特征 名 上 上 锐 初 值 ， 解 的 非 唯 
一 性 ， 


考虑 任意 曲线 C。 MEMS S. RBS #0. K 


时 -0 .是 外 导数 ， 设 它 在 曲线 上 有 间断 ， 记 | -3 =( 2) 一 


(oje FARI 和 2 表示 曲线 的 两 侧 , 由 于 本 身 连 续 , E 


ax ds dy ds ds ay J ds 
aba 
_dx 
ORGE: 
av x dy 
AMA (2-1-10) 得 
[Rs Des 
从 而 
dx 
` d 
[ gx J| e= e EE 
ds 


因为 设 | ^ ] 不 为 8， 所 以 第 一 因子 为 0 MC 是 特征 线 。 这 说 
胃 特 征 线 可 能 是 解 的 一 阶 外 导数 的 间断 线 。 
现在 讨论 拟 线 性 偏 微 分 方程 组 
AU. 4p ae (2-1-13) 


RPI, Chm aE, A. Baym x mE, A. B. CRBT 
x 、>， 过 。 利 用 特征 性 质 〔 2 )， 即 在 特征 钱 上 给 定 忆 不 能 只 
一 确定 其 外 导数 来 讨论 方程 (2-1-13) 的 特征 线 。 让 。 为 沿 特 
exmem, pumiU. -II -我 为 已 知 ， 不 妨 设 -分 
“0, BA 


ax 
oU a ay ds on 
av ax dy 


RAR (2-1-13) 并 令 
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DA (2-1-14) 
得 

| (A - AB) 4E. = 
其 右 端 为 已 知 重 ，-&- 是 外 导数 ， 它 不 是 唯一 的 ， 因 此 有 

det A — AB) — 0 (2-1-15) 


HRU UC, Y) AMBI x AY me, WAC, v] 
车 式 (21-15) A mA EFRI Am PEE AK BU. d 
IBLAGAPB, MEFA (2-1-18) HRD, OOM RR 
根 ， 称 为 严格 的 双 由 型 )。 这 时 式 (2-11-14) 就 是 它 的 特征 方向 ， 
BRA M A B1 ALES dip ERE JE CLP A RAESE. A AE (2-1-13) 得 
EFEK A 


F à + | 
T — |= —1-— 
ay )- ic (2-1-16) 


niae se ipn 
E 2-4 iW eR TE BL TE A 图 2-5 HNE A 
£H A5 EE UE px ok aL fé pts DC Fi £g ag fpi ms s el it rH Ex 


RER eA FEC 2-1-1383) oR, (GH, AAP 
EW "tL" A BS eb Ay BS Pe SR E RO EE VA m Ee 
区 域 ， 辣 样 向 “下 ”部 分 是 解 的 依 束 区 域 ， 见 图 2-4。 为 各 ,如果 
— ihe sz A ex f BI HERE ZU IAE SI 32S. RA 空 的 。 
n 5E IB RV RIEA A A, Re URTA, AL 2-5, 
EX PW ieu R— ri —4 1 Mpeg Ing ea 


of 


aU | 8B gs s. 
a t a9 PSF) (271-17: 


im — 45 3E XE 7& SPELL Bh 7; Ti 79 


C 一 5 
Pu Qu^-- p 


We (2-1-17) 可 写 为 


aU ap OF 、 
it AN ee — —1— s 
ài ^^ ay MO. Accus (2-1-18. 


相当 于 方程 【2-1-13) pB=}, Y= 7:7, c=0, Jy REX 
RA BIAS. WA, Ae A RRR. Fior ABO BS de $E mI Bt. 
AE A 


A 
A= RAR” | | {2-1-19} 
Ans 


其 中 及 是 矩阵 (2007.2) 


i; 
— : | (2-1-"70) 


1 s 
AE cB RA AA ZEE Ge E. CU gE RTI [6] i SH. peu 
第 阵 工 不 一 定 满足 此 式 )。 方 各 【2-1-18) 左 乘 工 ， 得 特征 关系 


an on uL 
Lot AL- =. = f (2-1-21) 
其 中 每 一 个 分 景 方程 即 为 
af OLI Or j= ERU 
rf 8t 十 At ax 一 ü (2 1 DELE 


0 1 
a RI ape Ob: 
对 一 统 非 定常 等 琐 流 动 方程 、A 一 | | 
Lot — y’ 2u } t 

> e dx 
ÀA-— Ute, =i uE, — l) A Fe = A= 4m OL SS 
(u+ c, 1), Bp 4G oH (271-22) 本 简化 为 式 (2-1-50 4H 

(2-1-6), 


88 


如果 方程 12-1-18) 是 线性 的 ， 那 么 式 《2-1-227 可 家 为 了 bw 
微分 关系 ， 而 1 和 区 为 特征 变量 。 但 对 韭 线 性 方程 , 特征 关系 写 到 
x (2-1-22) 为 止 。 

LTE eB RR PO, ERR RRMA Re = 0.fEXI 
RL, AME PRR RARER. BA PURSE. 

M M RRA PED Ra TE, BERR FEO AY B op EA 
SES X. Mi eH ASS PS KE SmpES BE A 
式 ， 联 立 求 出 边界 上 的 未 知 量 。 实 际 计 算 表 明 这 样 的 边界 处 理 是 
RA HA RO SER. 

10 HOOT PR Se Pe PD deze 7; P2 E 


8p BE p | 
A SZ +B ap T D= Ü (2-1-23) 
式 中 
[e i 0 0 
s u 9 u 0 1/2 
= A= 
U Ü 0 0 u 0 
p 0 pc Q u 


(2-1-24) 


mo Oo F «a 


图 2-5 Piet BR OR Ee a ae a ot YY RFE R 


FEIE RIM PA 2-6 as CEPR. (BAD BOW. 
SF 4E 27 189 e 


og 


ar u 

Wr 一 tan 0 = Tu XV d 
a 
-u —tan( 8 X a), sina =—— 


式 中 & =at to, Bes 二 入 是 似 空 的 ， 以 它 散 为 左边 界 需 给 出 
4 个 边界 条 件 。 直 钱 z 二 zj 不 是 似 空 的 ， 以 它 做 为 左边 界 只 需 给 
出 3 个 边界 条 件 ， 但 不 可 能 以 它 向 右 推进 计算 。 


第 二 节 ” 双 曲 型 偏 微分 方程 的 特征 一 一 三 个 昌 变 量 


式 中 DAC Amz, ARBA m x mir, FFA, B. 
C WT, X, Uv, 
ii — 8E JE xc d A5 Ai a 25 7E RT ES D 


> 4 E 0 cip > iow 
9 a 
HE ° HE 
p o 9 u o 
E Q Ü ^ ^ ouo 
|: ; VIE | . E m 
QM 
Ü Pp U E 


Brabddó (x, Y, :2— 0 EHER A: Ee LAA ev, 
Ap ae ME — pe Ep} SLA AB pa A x, Y, di. T, Os 
这 里 eA RMLs $. "AMARA, Bar 
i; (2-2-1) WBA 


(22+ a2 + p oF ag =- (3$ 44 aż 
Gi ax ay 7 
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det(n,I t n, A --n, B) — 0 
w FE] 2—7 X] FE RR U= » 


imo AE TSE AY n. My 


(2-2-3) 
NX. t) GE AE EA Cx, Y, 19) 
rm, (2-2-3) A mer IAA SE Hm. BY 


mAT B Am TRE ICR ARERR ET. WAR (2-2-1) 


A XX HH 2:3 BY 


对 方程 (2-2-2), XAA (2-2-3) 可 写 为 以 于 形式 


mum 


o¢ ad o4 
Cs " gy*t of 


(mar gt fi, ? 


J- 


Cx, v. 1) = 


图 2-”> {b £5 tE et di] 290 7; FÉ RR BE vd 
| L ð c f p> 9 : 
| max | 
| 2 ap —. 
det; Ü L c'fíp ay i} 
ag ag. : 
P 5x Fay | 
96. ag ab L5. 
L=- Taye TY ay (272747 
或 
Re | og 7 (- 2%. 小 = 
LAE ° ( x ) uw ) j- 9 
n ag ag ad 
LE — EP 
PU H ax 十 Cay 0 (2 2 5) 
ag Ed oe _ il ag V Qf 86 "|= 
(Gotu Ste S (ae) +4 ) 0 


ay 
(2-2-6) 


AT Sa Wy, Æl, Y, [0-0 EXS:t—90(x. Y), 


ad ad ay ad aw | 
一 l Lm 一 一 —— :一 一 一 — Z 一 一 一 “no =f pe 
2-6) njf' 
oy 8p — - 
u 4- v iy 7 1 {2-9-7} 
o? o ) [ ay Y ay \* 

eem) (SEY H0 ]- 

( 1E age 5 gy Uae} Tay 0 
(2-2-8) 


— A izp x, Y, b= Ba Ate~e(xw, 5. sX 
(2-2-3) ERA DOx, Y, t) EA- -prt 3E £& FE fm fX 
方程 


Qx, M, $, Pp, q)-—0, P = 


对 于 方程 (2-2-9) 可 给 出 以 下 三 个 要 点 
(1) SER PERRO (2-2-9) 2 H Rt Hox, v2 


可 能 的 切 平面 法 向 ( E, -E — 1)。 与 拟 线 性 方程 (2-1-10) 


不 同 ， 这 里 在 一 点 上 可 能 的 惹 平 面包 络 是 一 个 芝 日 (monge， 
i. OO MAT: 可 能 的 特征 面 的 切 平 面 1 即 特征 平面) 包 络 的 锥 
Ar Jg dy AE E. 

(2) SAM RR fa3é Q — 0 和 


ds 8p? ds dg ' ds | ap ag 
(2-29-10) 


其 中 s 是 沿 母 弘 的 参数 。 对 应 特 征 锥 世 线 的 方程 是 (2-2-10)。 
(3) ETBE t= Cx, Y) WERE "Fer aR”. BY 
AMR AE ZR CBD "BHeaEZE" 0 也 就 是 偏 窒 分 2: 各 (2-2-1) 的 
特征 方程 (2-2-9) 和 的 “特征 线 "。 当 讨论 所 有 的 特征 曾 叶 对 应 特 
征 锥 的 母线 称 为 “次 特征 线 "。 “特征 线 ” 生 成 解 pu. OMA. “K 
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图 2-8 ARTE Ke ah HUN | "DEBES TTL. 
种 组 的 特征 BER xp PR AAG HE 


Pie”, AE m iE, Gl, ES] 2—8, 

DAT OS RBA, MR Pip GE He) 发 出 的 
‘SALE p AEE POR RU Ry Pe, m CREPE HE Py Be Pd 
区 域 。 

妈 对 二 锥 非 定 常 等 丧 辛 动 ， 方程 (2-2-7) 是 一 个 线性 偏 徽 
分 方程 ， 可 以 认为 特征 锥 退化 为 一 条 级 ， 也 就 是 次 特征 线 。 其 方 


EA 
d d di d 
ds 7 " Ge 7 ds — = =putgu= 1 (2-2-11) 
或 
dx dy _, 
dt ato” 


i Be EG: a PEER. GA PE A (2-2-2) 的 特征 级 。 
中 方程 (2-2-8) 本 导出 


H 
VAT 9 (Lu — ce*p) am 2 (Lo — eq) ot = of 
(2-2-12) 
或 写 为 


CEDEC REDE 


它 表 示 图 2-9 Dra RPE PE EER, RK RPE R, 


i3 


从 以 上 讨论 容易 君 到 ， 对 于 一 维 定 常 等 烦 流 ， 式 (2-2-?) 
pA Bio, R (2-2-4) pA MIE, HFIP o, 
EMRE xy 平面 ， 记 为 四 (zx ，y )= 0. MARRE 
为 流 线 ， 它 是 定常 情况 下 的 特征 线 。 对 特征 锥 ， 在 亚 声 速 演 动 的 
情况 下 ， 其 投影 如 图 2-10( a ) 所 示 ， 此 时 不 存在 切 锥 面 并 垂直 
于 xy 平面 的 g(x。，y) 一 0， 即 定常 情况 下 不 存在 特征 线 , 这 种 
情况 对 应 于 榴 圆 型 方程 。 在 超声 速 流动 的 情况 ， 特 征 锥 的 投影 如 
图 2-100 b) Brom. BAVA T iXEÉBIÓC X, »)—05,5 MEE 
常情 况 下 有 两 条 特征 线 


d - € 
T tan( Ü X c», sine = EN 


ES EC P i SE Se JS YY 


FA2-10 TERE E 
Co) Wm: (bo Ae, 


当 方 程 (2-2-1) AR ELER, WHEE ne n(A ih i wi + 
m3 一 1) dmrzgTEZGO T 
Tini --5,A - n, B) — 0 
ET zSEX, (2-2-1) dad EX X 


(2 A 2 4 B ou )-16 (2-2-13) 


He ETA MS AT. B 
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-e9$ a PE ee 9. 
r( a Ax p.) il at 
an ay \ ag ae 
tA RU BAS) arcto 


对 应 两 个 自 变量 情况 的 特征 钱 ， 这 里 有 

C1) 如 时 存在 贪 微分 方程 或 其 仇人 性 组 人 台 便 所 有 的 未 知 Eb 在 
间 - :平面 上 微分 ， 这 个 平面 称 为 特征 平面 ， 副 区 特 征 面 ， 避 和 补 分 
ATE GES) 表示 内 微分 方程 。 

C2) ÆRE HL AE 上 ， 一 阶 外 导数 不 唯 -~ 确定 。 

( 3) 特征 面 是 解 可 能 有 一 阶 和 外 导数 的 间断 曾 。 

还 可 以 证 明 ， OPPS STAY AL A ER eA. JF A 
AEJ dI zip AGES: Nu AY PE EK PERI I S IB]; 

在 此 进一步 说 明 次 特征 线 方 向 。 设 基 解 0 一 UCxX,，Y， 0^ 
XYe— Ce, Y. i) Ele. 

Q =de nE +n. Atn,B)= 0 (2-2-14) 

Ast (2-2-3), WE n= A Hj. WA D n.A-caBBRSEdE. > 
和 让 分 别 为 对 应 的 左 和 右 特征 庙 量 ， 由 微分 Cn mA nB? 
?二 0， 得 

(nF tn, An, Bod? oe dr l idn.ATtudn,Br = 0 


Jc3E i, 得 


Iids,I tdn A ds, BEOS 0 (2—-2-15)? 
AM EX €2-2-14) 有 
_ 30 aC 6Q L 10 185 
dC) 一 au, d E MEE an, at, = 0 (2 2 18; 
24x (2-2-10)， 可 导出 。 
dt a dx _ at) dy a. 
ds — ön ds —— an, dss any, 
HR PBR [I]. etem (2-2-15) 与 (2-2-16) fae 
dt dx p> dy anə HE 
ds Tl gs CHA cq TBE 7710 


dk x EE Ex Al. 
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SPURS, {PASSAT BE Sete 
moxque, RRA BAR 
A PRL. mud. EWA 
ER EA PES HA7 ACRE SE (n4, 0,, 0) = 
Ei. RAS — 35, MAR Ae 
^Y P^ ARERR TIE Fn inr TRO, AE 边 ER S - 

界 条 伞 的 个 数 。 设 求解 区 域 的 左 (71,0 i 
边界 为 x 二 0， 在 左边 界 考虑 外 moni sca RA iE 
ik [a] E Os m)—(—1,. 0) 
的 特征 面 ， 这 时 式 【《2-2-3) 变 为 

detini —A)— (2-2—18) 
m 就 是 入 的 特征 值 X。 当 站 0， 称 特 征 面 “各 内 ”， 见 图 2-11, 
对 应 这 样 的 人， 需 给 一 个 边界 和 条件。 从 表面 上 看 ， 二 维 非 定常 问 
题 边 界 条 件 个 数 的 分 析 类 伺 于 对 应 的 一 维 问 题 的 分 析 。 

对 方程 (2-2-2) PAR RTE HEA =u, ute, WEE 
x= O4Ab, ucc. WRAP Shs DD GR TE X — O0 处 ， 
# > 5 ， 则 需 给 三 个 边界 条 人 御 ; 如 图 212. ER, 关键 在 
Ft RRR, 而 不 在 于 流动 本 其 ， 即 不 在 于 q 是 亚 
PixkiT Edd gh. 


f 


W,-uü—c-ü,.u.udcct 


-~ - 
0 x 平面 ü *»3 f 
{a} (5) 


图 2-13  — sdb AE d SE ER UA HOT ee E 
C#) wR Pais (bo «BE BR. 


Bab, JUSS AARAA EAT. MARE Seb? TRÁE 
面 上 的 特征 HS A. taco (AL ok WM 0n. 282—601, 
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020. moron 0))., HADER ER eT. Ap ae xh o (2-2- 
-1)， 得 式 (2-2-1383) HEHEA 


nf ou + } 9C) + 7B- 2 一 了 (2—2-19) 


ERA STAY, IAA AERA ILA. BSH HTB, 
根据 式 (2-2-17) 有 


2 dx _ >p? 
a —LA!——4 B= [BY 


其 中 s 是 沿 次 和 糙 征 线 的 参数 。 内 此 特征 关系 陈 〈3-2-19) Bl 


8p , ôU dx Op dv ) 


i AM 一 十 -二 一 


at ax ds Qv ds 


sn > n U eo 
TOB-—is) ay =1C 


aU , (mg. SU x P 
T a. + (TB 1u) ay "iC (2-29-20) 


ATAJE A (2-2-2), Ex — 0 Ab. ue 
时 ， 需 给 出 两 个 边界 条 件 。 为 确定 TREX. 
HMA =u eo 5 Bp” $F tE TH), ECT Ce. 0, 


-ej Py. o. o). Who (2-2-19) 此 处 为 


a a “ 
CP, 0, -e(2 og M J 


j= 0 (2-2-215 


他 名 


+(v, —Do, —cu; Al 
ra; 


sce. Ha ee "mp5" AIEEE., We 2-13:p L, X ?7B— 
uf-00, —Pc, 0). TB7= v, RUCKER em 
系 式 {2-2-20) 在 此 为 


o [ 4 8 - 
(Pr Os =r gol 2 j+, — Pe, oz, | u )- 
95 \ p 0» \ p 
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或 
on gP ou 
-:- 二 -- 一 gf ———- 一 9 
as e as P gy 0 (2-2-22) 
x. rp 
8 4 如 
有 
Pd 
"P 
mm i TAa WLL 
Co A] 
一 / | i 
isi) | “a 
| / BP 
/一 mE 
4 » 
- WHOL dxidvidf =u - ery: 


(—-n",-—iu) 
图 2-13 ZAJE FAR TE Ze p] 93d BRE rRT 


M. SEES RUE SER RY APR mp5 Te 
镍 面 的 理由 ， 即 它 的 向 下 部 分 完全 位 于 求解 区 域内 。 所 有 沿 些 特 
HE Re PA A ie SABER PQ. BOR Mes th. 边界 
Hy Ll 5 Se TU S AY (E tE Ae TE DS Tk A o 

RRA, fb pa qm 

x—xí(a,. f) »—»(ca, f) 
Hoch eae HET Jacobian} ABE 
ox ay ax av 


J gr af aB we 


a —aoa(x, Y) 5£—BUUx. y») 
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.88 _ 1 ay 88 _ 1 ox 
ax Fi da ay " IJ ja 
当 a PERAE (WE 2-14), € 
ox ay 
Ox Bx | Gy By _ Gaon) f 
óc aß sa ^ ag ° 
并 尺度 规格 作为 
ox Xt ay 2 9x oy 
(2% | «( “aa ) = j Od’ da 
ox Y ay \P Í 
( a) +( og / — 1 图 2-14 一 般 边 
那么 了 = 1 ， 并 有 FERR 
(x ay Sy 00 8x 
ae ap a ag 
把 
ca ða , og £ 
ax aa ax 9/3 gx 
617 .. OU Ja , üU af 
ay Br — gy ao ay 
代入 方程 (2-2-1) 得 
àrj ap " - ay a 
dp COSA + aB) ga t GLA EB) TU eg 
(2-2-23) 
其 中 
1 8y 1 0x 
k= 了 ag B. J aß 
T= ly a | 1 ex 
k J 8d Ke J ag 
50 PMR IER AR ERM, du 
Ri = ke =m, Rs = —-E, =n, 


这 时 把 (e, £) BW (n, m), m Æ 2-15, 方程 (2-2-23) 
By 53 为 


其 中 

A,=n,AtnB Bas mA tn B 
XTRA C2-18) 有 

dei(n,I -A )= 0 (2-2-25) 

Xj pr zx, UU T 

r( -十 Ap aU a iB. TU (2-2-26) 
其 中 A, 是 A. DEEN, Aa 0, T SPR AE 特 f-m.m) m 
fip. HRE ee Sty se {2-2-20) 形式 
PPE Fe HR 

i HART AKARE AE JGH PE I EE E 


E+ G, A. BH D mx (2-1-24) £06. 


矩阵 R Atk B 的 特征 人 入 为 
Ap =A B d- RY As = Ao + ch 


k —v kitki 
XT ARE GE, up E Lk EEE L 
1 Ü 0 —1/c* 
0 A —R, 0 


L=| 0 & k, kipPe 
t — k, —&, b /Pe 


FE Se TRA 
r( 20 0 4 4 $0 LGA + eB) D  LB= 0 


8i 
ap | 
(r g ^ ga )- e (RR Tv a 


Bp 
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ag E ap 
SKM kao (2-2-28) 
kal Spt jo o for +a, a) 
fü p hiag tp cag o 
(2-2-29) 
e(tn gt) Cone S 
u^ TP. -F Aa SE. Vt C fü + Bio) 3 
+C E hiit kiac) A r— {+ kot keit aa ) 
"c sg + se L (2-2-30) 


75 M PUT BRS ER ea, AERAR ER V, 
BUILE Ce, j= n, mo). it b M An —const Ala #. Bp 
m2 CR, 2-15), iX Bp AQ, muckonv-—0,4—070, A 
—€«0. 对 应 入 这 0， 给 -个 边界 条 件 ， 且 用 起 (272-285, 
(2-2-28) 和 (2-2-302( 其 中 取 货 号 ) PEMA APR OE 
ES TRE. 

在 此 指出 : XITOABRHRBASNJIIE E Rh HS (a. C 
THT LKARER SHAR. 4 OCGYRSRAR tU BUEE 
法 将 在 第 五 节 至 第 八 节 讨论 ， 


第 三 T Min Ree A” MASA i 


TH -Pp ERER HE dE lcs AGRO ORO IP] ES ES far HE 
iE SE Eae REI Bln PRAHA, HMA EAD TX 
gH 70 (og 60-75 FEX EG) ES Fr Be £r Dr B9 35 abs 

45 Bria “aja KARA EHA 


51 
au _~ Ot 
“af AC, 7 
xXBOAdVBHMIIT. o 日 右边 非 齐 次 项 为 零 ， 如 方程 【2-1-18)。 对 
m 一 2 ， 桂 征 关 系 有 以 下 形式 


Q (2-3-1, 


.f OU QU 
I EE EE 
9U Qo. AU) 
el Of ^* ox )=9 
TAREE, bas A 
-+ U d ^ 
t aD. 一 0 iC. 3^ =A, (2-35-23 
t 0 #9 Ce, a As (2-3-3 > 
X (2-3-2) WEA 
HELENA Q 
EHF ERAH ATIE Ai du taddu =d WAA 
J 
A sore) (2-3-4) 
fa] BE A} 
LEE: J,= sia) (2-3-5) 


Ju J, BRA RE & AE RE, 
— RES ALT RAR BIR. (ESSA ea Bt oh 77 € 


. ti c 
— — 二 一 — iJ — —- e. 一 一 一 一 — = 
(2-1-1). (2-1-2947 J, = 37 ty j va 


H +- C 
2 yp—1' 


RA (2-1-9), 

SL 34 HET m = 2 篇 单 波 的 特性 如 下 

Cl) HRE E, Jii m) = Arni Ra A 
常数 )， 可 作为 简单 波 的 -一 种 定义 。 


(2 ) MA Ü 时 ， 4. — lH. (HM, ), 


(8) X BIB C.H JG, a= sa), 所 以 山 = 常 数 ， 


n= SH, EC. 特征 线 是 直线 。 «2 
C4) 39h, TE Dome 的 邻 € 
近 区 域 ( 见 图 2-16 WIH 影 区 ) 是 (JT 


简单 波 区 域 ， 因 为 常态 区 域 的 
J =r, Eii, AERP ELE C, fe 
HE SUE he. 

Rm 8, SAR ATER UGG OR ds, t hadu. 十 … 十 
halin) Ae ths. iX EH] BH C20 dE ee A 
f$. BH 


fS 2-16 HOE RH, SB iE EXC 


USU HCE), Es ECx, t) 
代 进 方程 (2-3-1) 得 


及 有 说 个 特征 值 Ay Ame PERL AS FR (2-8-6) Mti, MUAT 特征 
BS HATED). 一 常数 或 5() 二 常数 ， 从 而 此 族 特征 


线 是 直线 ， 即 为 特性 (20. gti PRIX PPR RERO AL P X 简单 波 
iN, MEP UR OU 由 


adu, 一 du, /— - da, (2-3-7) 


Fil Fis ri a 


定 出 。 这 里 了 为 对 应 于 特征 值 PE. iX RB XA" l 
PRE FCA A RAT F 
Jit t= A 


J7(W, "ts Hm) = B ae (2-3-8) 
BAA MRS AER, BA TE Clo. TE (n. cues Z 


" 
ur 


oy 


PR. sc (2-3-8) PER, EA. EBB, AR 


. ad; J, 1 Ja TD 
个 J Ch, db = a EP 有 dues Z cu, OMA aA 
1 


Bid Fi= 0 (2-3-8j 
xxtdLupELHoEexsg MAS MAS DER, AedHih. Bras b omg $5 
UE ERE SC if BE E. 

pi —£fEdExE aT (Euler) 方程 研 写 为 
E 8p au 


-. +. 1 -.—. - - MER 
3 sx PT PO ay 79 
Quo, oe, Lo op 
af ax p AM 
o5 + H g = t 
al & 


方程 (2-3~1) 中 


gp u Dp 0 
U = H A= fof O ü Ps i 
S / 0 0 uo c 


这 里 S — ClogC P/O +H P= PCP. Sh = of — 25 
容 扬 得 出 入 的 特征 值 和 对 应 右 特征 向 量 了 是 


j D. ] j B. 
A = 4 -| 心 J A c o +e -| c ) 
— P. Ü 


f p 
À—u-—c rF=|—e 


. E 
BR=u, Mal (2-3-7) BO X 3E Bop od» REG 
du— 0, J= u =F H 
dp=pdP+ pdS= 0 4 一 了 一 常数 
HE LA DJ'-—-00. 1. OF. Fadila 0. pe, aW &b 
EA (2-3-9), HBp/7.J-(5, 0, 一 pe) = 0。 


od 
HA =—ute, MA (2-3-7) 得 
dS—9, i= SS 一 常数 
cC 


一 一 — zo — P = 
da 5 dP 0, J u 一 |- ao- 


ALE TAZ HR Eb. BSSR P= PCP PSAP, A 
为 常数 )， 可 得 =- 了 一 270. SR — 2 的 情况 一 


样 ， 但 在 此 广义 各 最 不 变 其 在 广 攻 简单 流 区 域内 不 变 。 由 .7/! 
=(0, 6, 12)0',PF.*—- (—c/P, 1, GJ), SE 0oc X, 
By A apie AE (2-3-90, FLOP, c. 02'-—0 
APM AS u— c, FP MBS HER 
i= S 二 常数 


” € 
faut | ELLE 常数 


在 此 也 说 明 常 町 述 语 -一 一 特征 场 线 性 退化 和 真正 非 线性 的 意 
思 。 设 可 fs) 已 求 则 全 cfE) 一 XSD HAM JE FR 
(2-3-6) 4 £ —£0(x—0c0(&5)120, Bex) 是 方程 (2-3- 
6) EE f. B GCE SGCC —600£20 t2), 对 线性 方程 


106 3 Asx 0 即 c (£)= c, 波形 随 村 间 不 变 ， 由 此 启发 定义， 当 


USED pros 满足 


7 AF= D, {2-8-1603 
称 特 征 场 (A. 1) A £X t iB tt A Clinearly degenerate), 
而 当 
PA te 0 (2-3-11) 
S&H A EJE E BY (genuinely nonlinear). Hf A bp if 
PESE 
au aflu) , ou 


8' ax ar ax 


Hocpacuo-f'Qu 2, x (2-38-10) Xp jg a'(4)-— 0, a= 


on 


ay, UB fu) HER AR, X (2-3-11) XP Boe’ Cudo, Pra 
(28220. IA fiu), ftw) 是 凸 国 数 。 

以 上 上 一- 维 欧 拉 AY EB. BR — wu. Feil G, 1, 09%. 
显然 满足 式 (3-3-10), HARRIE e AR HE iB iE A. m xb» = 
Prd 

2 
c+0, EA (2-3-11) HABER EB AE gE 线性 的 ， 对 
k—u— c6, EEEIEE E a A EE AE 

有 关 特 征 场 的 定 尽 不 限于 可 药方 程 ， 并 可 推广 到 和 多维 问 题 。 


u H C, PA= Ep 1, €), WR IH FL? 6,04 e 一 


AAPG qd: — XX gu EST TH AY 98 HE 


A Ft qa] T — ——3R BE, dX fc [n] Bip e HS ES THDRO DECORE — — PEEL RI 
Xcir St HEA Ra PRT ERT, PRR AS 
PAERD, (PET BRR RHEE. AB + 
从 丰 富 。 这 些 内 和 容 在 很 案 计 算 流 性 万 学 书 中 都 有 详细 介绍 ， 椒 市 
仅 至 出 能 解 的 几 个 等 价 和 定义， 在 差分 格式 的 推导 和 理论 分 析 中 ， 
各 有 各 的 有 用途。 关于 弱 解 的 唯一 性 ， 在 近 几 年 的 沪 场 计算 中 已 成 
A SERIEN, xXx HOUSE ER 


众所周知 对 双 曲 守恒 型 方程 
90 , OF Lo o " -4- 
AU 4 m, <x<loo, § > 0 (2-4-1) 
Hh FF), iea 
Dx, 0)—U.CX) (274-2) 


PEHEA H BAAS. PARRE SRT RBA. BD AR AT RES 
Jae. br DY pe Sod HE) £6 SS E Ea 

APCs Cx, t) 称 为 方程 (2-4-1) 的 弱 解 的 三 个 
Sr fire SLUT 

(12 YEJEJBIX, UC RJ; £i (274-10 的 经 典 解 ， 而 在 问 肠 线 


2 —x() (mme s- ) 满足 


(U.—U.)5s —F.— F. (2-4-3) 
AD Poe >, — RTA, Fl (2-4-3) FRA M R A 兰 
eR St Rankine-Flugoniot) 2 tF. 
(2) HEZEKO, WA 69 BE. U 满足 
$ tidx—Fdt= 0 (2-4-4) 


(3) 对 每 个 充分 光滑 六 当 |x 1 十 + RRNA OM RR G 
plx, ¢ ju gs 


om ope ay a ay . 
9v a4 OF oe Na 
iene ar " Bx F dud: 
+ Gt + . 
+ ecx, 0 eC )dx= 0 (2-4-5) 


此 时 称 c Re ee eat (2-4-1), (2-4-2) BS AR, 

EM (20) P (24-4) 可 由 式 (2-4-1) ARE E 3H (8 
出 并 可 直接 用 于 离散 方 穆 ( 旬 取 为 长 方形 区 域 ); AR (2-4-4) 
LETERAN a MRAR QRAR Mg sk 
ERE BE ea FEI AED, 


Xj ee Ss fal GA E BE SE AT 
any 3 F ac E 
PE TA ay 7 0 (2-4-6) 


其 中 P—FPFOUO, G—GCOU) 是 还 块 光 滑 图 数 。 U( x. 3. tG 
称 为 弱 解 的 定义 是 : 
(i) 在 光滑 区 内 如 是 方程 (2-4-6) WEA. wol, 


c (x, y, 7) e EHE 


i 2—17 let Ed 


WE — A Hj E. JR RY 2-17: 4 


MX. 
(5 ) +( y n OF RL on oe fr, SBA n. ng 
JD - — ， = . Tee . rj] AE Fn. Li 
} ( ax gu À 7 au ^77 07 8v Za tu Mag 
QU p Li 一 EAT VE 
) af / ode 8 BB Z3 S 


是 ww 半 面 上 问 断 线 的 单位 法 向量， 酚 s = 一 
满足 
( 2—4-1 Jj 


ERES, ENNM E 
CEIS =[ Fin + FEDEN 


Sw ]=w—w., Prt. — EaR H er ey a. 
B LIE O, WR 99 MOEN. JSD SEE 
Cre. "o PM U i E 
SJ RU+R cds= 0 (2-4-8) 
(2) "TA sni OPS x FEE CE t ESTACIONES TX 


RIO 


¥ a Jdod yd: 


M pk " qi ( Xo. B4 " 
M > ov .. Qu. 
Tix - _. 十 
F av 


JS dz 
Aen 


VSS OT PER WH. AARC G3; 对 二 
"bg ak ERA ae BA A. 


Fa JUCE, Y, Q 9dxd y — oO 
(3—1-0) 


维 力 程 组 的 证 明 与 


区 
a A ESTER, PRE (2-41) BH 
Bt OF  . u » 
a: t € Poe< OX «lOO, t >D 
TEREF Ranma T ， a? 
ad i SX o, 


@ Häme, F, 
¥ = ¥iT) 二 的 -= 点 请 ， 


TDAESASCECD AED Oi. 让 有 "oa. Cr 

3. dY- = QBN. Race AiR ARG A EH (na. nir. We 

=r] dX ogy MN a AAP fe is Ae BEI 5. --—3:4 
aft z dt ' 2 E : 


og 


Ae C=C), 2t4— WW Rinse Cb Mh (2-4-8) 不 变 , 但 是 式 
(2-4-4) ABW 


b Ddx— Edi + ffer 0 


3X (2-4-5) aE 
| ™ n OP oq OF a 
a x 


Ud LE ec axdi 


+) Plz, 0 Uel x Jdx= 0 


众 所 岗 知 ， 初 值 问题 (2-4-1), (2-4-2) ISS ik - "E — 
的 。 对 一 维 非 定常 空气 力学 方程 ， 在 间断 解 中 根据 炳 增 条 件 能 选 
AME ASE. RE ARAL sy fa Rt 〈2-4-1)， 也 和 希望 能 选 出 
‘CA ME HJ LS. AEEA LUUD C] BICI AES PEL, D e bnc SI 
ZU QU 


“Uy 
(1) URU RKA MÈ gz ggo ERER 
oU op ak, rots EE. 
(2) 过 满足 sr 8U = an? ix HÀ) Tn 2g 35838 a 


这 样 在 光滑 区 U 满足 外 加 的 一 个 守恒 定律 
aU al am, oU  8u, Ba Br 


8t óu, at du,, af GU — 


.9U op GU _ oP oü oF 


aU aù ax aU öx ax 
Xp RTH SR EA ERAT) 
aU ar 
ab ax = 9 (3—4-10) 


SAB EXE. SRA XE 
(10 dE BE. U EA (2-4-10), BPR Ss 而 在 部 
met. U 满足 
(F,—R)— s (u,—u.)« 0 (2-4-11) 
(2) XHEX EEG, Xi o0 BE. U WE 
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[Uds — ff disco (2—4-i3; 


C3) 对 每 个 充分 光滑 并 当 |x| 十 PED AN XB A pt g 
pe RE S. UB 


es [e oP oe 
-of Ut E 
- (T Px, 90UCQ x Ddx« o (2-4-13) 


R, X SAC 73. 
A ”对 一 维 空 气动 力学 守恒 律 ， 方 程 《2-4-1) 中 


(Do Pu 
| Py | | Du*-c- p | 
eg! (e-rb)u 


这 里 单位 体积 的 能 量 。 45 D. O MX RH D —(Y—1) 
(« 一 -全 )， 所 定义 的 炉 画 数 和 丧 通 晤 是 

U= PS E = — Pus (2—4-14) 
其 中 5 ESSO p ea (注意 此 处 的 反 导 )， 见 文献 -9 1. 

DL IANUE. RRS RD AO A PE EE LTT AE A OE a 
情况 、 

xm Aer fe d. 2 4 7 C8) 90， 解 的 叭 一 竹 问 题 已 完 
SER BASARRI (特征 线 相交 等 价 ， 并 耗 散 消 失 条 
pà 9.9 CH) 8 atau, spo o JEE DR TE HE AR 
p. 

对 方程 组 守恒 律 ， 当 所 有 特征 场 真正 非 线性 ， 对 于 弱 激 波 可 
证 明 病 条 件 与 激 波 条 忻 《 同 小 特 征 线 相交 》 等 价 ， 耗 散 消 失 条 件 
也 保证 嫉 条 件 。 对 特征 场 或 走 正 非 线性 或 线性 温 化 也 有 类 似 绪论 。 
但 唯 -- 性 仅 有 -- 些 结果 ， 尚 在 研究 之 中 。 

对 多 准 问 题 ， 特 别 对 其 它 类 型 的 问题 ， 情 况 很 复杂 ， 有 满足 
熔 杀 件 的 非 真 实 解 ， 也 有 不 满足 痛 条 件 的 真实 解 。 


50 


Tr Pe Be iX CP E T uL] A EA ARR T fi TT fH 
Hera oh. ib MA 75 ue urs fs A AIE 3 UE. 


Seded ”空气 动力 学 方程 边界 条 什 和 的 握 法 


计算 流体 的 另 一 大 难题 是 边界 条 人 忻 的 处 理 。 这 方 画 的 研究 ， 
FG ie Red OE OD PR EP RB GRUB) ESS AL. ER SB 
TE. RES BTR Pp, BURLAP ia. Spit 
TY REAR Re, E Ael APR UE GER AR, PT RE As AP aa 
AMS CWC SLT IE GRRE a TR i AE). SRR POR: “TP Be 正确 
AL Be iA fi 0 HLA PA A PE SE BT A. SPS Ug. 
HIRED, WARD RWS Re. MA (open) WR. 8 
LTE BY 31 Ut 75 9.2633 bCbi Dy RD AP A, SR aR A a 
fe fol SERADA”, RIAA ARR MRA AA is 3H PT 
KAF- 

1x barir ARTE te PRY FET A BE PE. 对 非 
PRE te (REAA, PY ST E BOA PB) Dí Hd 
问题 ) 


aU " - mM 
一 一 -二 i i Le 5 T 5—1 — 


TEA wow ny efl. BAAG., 1)。 它 的 小 扰动 
SOx, GABELE, bm - ERIDEN AnA E 
AHR, XE TATAA 


2U ACS, 1 pÊ = dcx, 108 (2-5-2) 
再 局 部 常 系数 化 并 赂 去 低 次 项 ， 工 式 简化 为 
oU -y OU 2 — 
D t AG) -S 0 (2-5-8) 


keD NpObGEgpmE. RAF ROPER (2-5-3) A RRR Ó o3. 
HH, LEHRER REGEM xU ESI, Bax =v WF 


BI 


Aww. FRM Xx 9. OS OMe, 

以 下 在 灶 空 间 B. MEE (2-5-3) SH RS 
fei. WP ie be Be MT Aa E Bg Be PE. 这样 的 讨论 对 乒 性 
XX Bip 2067; TECH PN BR EWR, xp 5E mh EJ; Ed EP ERU A 
Hs. SAREE TTS. ROPER LAs PE Ref DEL REPEDE 


OMA. 
AW BRP SE. AA B ER BO eA 


Hon oU fim ae et, A tiie x mB (WO ABBE. UD PT I 
征 值 ， 见 图 2-18, BRE AS 


UCxX, 00=7(xX) XD (2-5-5] 
AE x = 0 Anu AE 
Euu 0, t)—e20:!:), i220 (2—5-6) 


式 中 fe Eg BT, 
E——-pxmH (FP) ABER, 
$-——— P HE [RS] et. 

E Xx 287; Eri X. A 可 对 第 化 


AT Ù 
A=RAL A-| o Ao ATO 
|. 0 <A’ 
4 y= LU 特征 变量 V 满足 竺 征 尖 系 
53 BV _ 
“st A a= 
fe A Ai A M v Ai EOS. B 
oy! OV 
ai + A Gx 9 
M mtr 
MEZU T 
Fi UC X 


WE 《2-5-6) WD 


62 


ari 


V 
ERE = EUR i )- Eve ERT = GC ) 
V 
(2-3-7 } 
= ; " 
det E R5 2c 0 (2-5-8) yt 
得 如 十 Eg i uu v ETE 
vido, 1)—-SyM0. t) 
Nu pti 
+Š: ) (2-5-9) 
这 里 V 是 进入 分 量 ， 六 是 外 出 分 | - 


m, m S Hp Bp xCm— p)fR dE 
Pe, “COA, SC) 给 出 外 — 0089 AA Re 
PLE. ie (i h SB 
沿 特 征 线 ， 特 征 闫 系 可 帘 为 常 微分 方程 ， 从 常 微分 方程 理论 
可 得 出 初 边 值 问题 (2-5-1)-(2-5-86) 的 适 定 性 ， 有 唯一 解 并 解 
连续 依赖 于 给 定 的 初 边 信 ， 即 有 以 下 形式 的 “能 景 估计 ” 
NEC, KC x + 1 01D 
其 中 万 荐 一 个 不 依赖 于 了 和 3 的 常数 。 
对 非 线 性 问题 的 分 析 ， 这 个 能 景 估 计 对 应 于 式 (2-5-3) 有 
如 下 形式 - 
Cx, CC x MET H9C £ ID 
特别 当 3(C + ) 给 定 ，3( 1)= 0, BD da A d at mi Sp iR 
dish pug. MU WRB SB H. GER GA Se d 
是 适当 的 。 保 证 边界 条 件 (2-5-6) 适当 的 条 件 即 为 式 〔【2-5-8)。 
Ol -- t qup d COME RUE 
of ap 


ou 
. Le. p—— = 
al +u ax 十 ax 9 


e 097-4. 05. 7g (2-5-10) 
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对 应 冻结 系数 方程 ， 以 上 系数 不 变 , 但 偏 导 数 是 对 钳 动 量 二 一 15， 
a, PR BEX — 0 为 亚 声 速 进口 时 (60 «Lu mco, 边界 条 
性 为 
p, ue (2-5-11! 
对 应 边界 条 件 《2-5-6) AES AR EE FE 


1 0 oy f 0 
| H (2-5-12; 
0 1 09 . 0 


这 里 


对 应 它 的 特征 但 


Aj Ho A 二 Hc A5 He 


的 特征 疝 量 了:，7:，” 组 成 


1 piv 2e PIV 2c 
R—'o iz —1/v2 
D Pev 2 pc/w 2 
JERE ER uH, A, > 0, Aro” 0; Je, 对 应 式 (2-5-7) 有 
01 0 p | 1 P/V 2 € |, v, | 
, ] 0 ° Viv 2 | U, 
0 DC 2 
1 0 0 P/V 2e 0 
« ) — 1 /v 2 (Ua) -| | 
0 1 0 _ 9 
Bev’ 2 


Of 
BRAT PEK (2-5-9) 有 


(. Fonte Ye 
| / 


Us 


LST aR BERI. AAR Att (2-2-112 Bie 4, HHS eo 
Ala Abita, IEA (2-55-12) ARAB, Hi uu 
BE. 

p mp Sal, — £a ua [AC eA SPT EE BE m HE. aT e ROS Va fA 
RAMI S+ Oy. THROLAA-- FR, CPRBRMSCE DX RD FE Bit TAB 
ib. LA PAPAS RR A RR. ER. DRAG T #38 
ARE, (AAEM Ta. IEE A. Beh HR 
EMIS (normal mode) 3737. "Eb XX Hp ACA RES UH ETE 
See, GARAn WR TE EIE. FPR Oot dB YE Tox 
之 中 。 


SAAN TT 刘 称 双 用 型 方程 组 -一 能 其 法 


AS FS ODL ds sadi. AL 
ag au oy B 
31 tA t B ay 一 0 (2-6-1) 
dtr AA BEST. BORA RAO, DR A o0. X 
(20-2) 


图 2-19 SR IR 
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Aug = Cu, 02 的 变化 


S, uv) = 2 (vi. W )— — a (y. A -2U-) 


ay 
HIA HER f 
. me fact ST) 
2 (v. A A 2\ Au, ax 
wnt ) . ari 
= 2 ji ieee: Ox dxd y 


Bi] 2-19, Hp 
oro 4S m GI; 
Jm AT: 3x d* 


XIF? 


sayd pfx) rn. 


xi xit Y Dx 


因 A ERER Ere 


(D A S) (5.0),,,, 


— AU: B. 】 dy— b AJ- Udy 
[ac 2 
[n] EB . 
T Cite =. f TIT 
2 (u, B a )- > BU U dx 
Ec f TTE 
ed dy _ dx 
-0P = — $ AU-BUd»— BU-Ü WU do 


dx — — $ A.U - üds 
其 中 图 2-20 求解 区 域 
A. = A +a B BILA 
见 图 2-30, 4 
b AU ds 0 (2-6-3) 


bp 
或 对 左边 界 x* 一 0， 当 
| A8 Üdy« 0 (2-6-4) 


有 -is o, xh 
OCX., Y, t2lxtlgCx, yY, 00 
BBI: (2-6-4) 是 边界 条 件 适 当 的 充分 条 件 。 
虽然 空气 助力 学 方程 的 有 关 和 矩阵 是 非 对 称 的 ， 但 可 对 称 化 。 
在 此 设 尺 是 对 称 正 汗 矩阵 并 且 RA 和 RB 对 称 , HRS CTO) 
(TO, REF 
A=T (AT, B=T BT 
ni REAR (3-6-1) Oe IUS Bit 
g 2U. 4. RAs + RB SU — 0 (2-8-5) 


By 


a öU -1 OU 480 — 
Te + ATO OS + BT ay 一 
Bw To 为 变量 ， 这 就 是 形式 海 (2-6-1) XIRA eS 
组 。 现 在 式 (2-6-3) 为 


$ AT- ds = GT ATT OT Uds 0 


即 
b RAG D dsze0 (2-6-6) 
AX (2-6-0) 在 左边 界 x = 0 处 有 以 下 形式 
| RAU-Udy« 0 (2-6-7) 


现在 给 出 在 左边 界 x* = 0 AREA (2-6-4) 和 (2-6-7) 的 

条 件 . 当 A BME, CR ARE a Bo Ree RE ERE, 

Hz L—RUO-BR/g BALLS IEE Lodo, HEX 应- - 
维 问 题 的 特征 变量 

GUSU- r= 0, AM 4-0 {2-8-83} 


oF 


"M 


就 满足 式 (2-6-4). BLE. $ U= 2 c, BERR (2-6-8) 


mBi—icP, HA 
nm *H 
AU U= 2: AP B= D) hich F< 


r= 1 = p+] 
4 RA FE BRR. ERA (CLASE GE [5] " 是 了 ri ikw T= 
RD 应 式 {8-6-8) 有 

Rý P= 0, HEAO (2-6-9/ 
a (2-6-8) 种 (2-6-9) 分 别 是 式 (2-6-4) 和 《2-6-7) 的 充分 
eft, tps €2-6-4) Al (2-6-7)0 REV MS fF ohm sp 
a fF 

pui 一 维 非 定常 等 娘 流 动 方程 的 对 应 冻结 系数 方程 是 


MEET H O C H 

4 Ü 十 | 0 H ( à È 
gi gpx 

OP, c oO u, p 


| z D 0 fou 
| j | | 
十 | à u C ME D = (n 
QM a 
. 0 C uy v Pg 


Hp p= - » 一 Pp。 A 的 特征 值 和 和 对 应 右 特征 向量 是 


A= Ags= ute A—u-—c 


AD- U= a (i? + 07+ Â + gepi ( 2-6-10) 
“fe WSR ROA. O0 nc. AQ A290, be 
By ISR, "p 
v= 0, Bl v 给 定 (XP 4,2 0) 


Gå 


ù+ B =, Bhat =) c 给 定 令 (对 应 ALIA 0% 
当 左 边 是 灾 声 速 出 口 边界 ， OO UKE, ao, pug 
— TARR npm 


2 
# 


ay BEM SR (46-10) 取 以 下 之 一 
ù= 0, Bluse 
P= 0, BORER PiE 
MPRA AAR. uo — 0. É AD> 0, 应 给 一 个 边界 条 件 ， 


直接 从 式 (2-6-10) H% 
s= 0 Wesi 


1 c 给 定 OM RL A0) 


是 适当 的 边界 条 性 : 
例 2 ZIE RRA ASA 
Qu Ou 1 op _ 
“a 78x. ay | P? 8x 9 
au a av | 1 Op — 
E Hu 十 2 十 D ay 0 
aT aT ƏT oey aapi 99 1 99 )- 
tt 783x T Pray TOR DOT- as tay o | 
6p OP | , oF .9u , 8U Y. 
^ cu eo OE +e (Get) 0 l 
(2-6-11) 
Ep p=oORT, CH is md AAE 
1 
R- | R 
(p—1)T RT 
o? 


— 1 c 
& b-247, ARK dE, AH ap des $ - dP 


T 


对 称许。 如 
RT 
H - 
| ü H p | 
A= 0 u Q 0 
|P= 12T 0 0 | 
) p 0 0 u 
RT 
“ 0 R ua 
0 u Ü 性 
RA = o Hu 
(v —1) 0 
T RT 'y 
0 Dp 0 Q ph 
AA 的 特征 信和 对 应 右 特征 向 量 是 
4 一 H A= ou Aj ute henu 
Ü 3 0 
I + 0 
F= 0 F, = — p/p 
J 0) 
1 1 k 
(d 心 ,| ü 
. | CY— A0 T/c 4 —(y—1»5T/c 
A ofc —p/e 
Ti: yt, ei tH 
— mg 。 - 5 RT ( } 2 
RAL g= uli TUE GV ^] 
(0 Pui, 2 .. p 
esr È Sje ee 


way AOA P RPE EO. 0x uc. EAGAR. 
河 HX 


b= y. pv gee CATA 41> 0) 
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-六 -一 (人 一 1 )—5— = 0 即 log ( gr) E, E Wb Gh HS 


给 定 OS NE As > 09) 


x SL, BD u +., ie ee Ot MA, 


ü 
20) 


YA RUSH. 0 «L— uc, MAAK T XLFCRR TF, 
By EX 


c 锐 定 【对 应 A Ü 
或 者 直接 以 式 【2-6-12) 取 以 下 之 一 

4 POE 

PH 

WHERE. du pf. ARRIA! = 0. 


第 七 节 ARSE A. —— ERE 


现在 给 出 不 完全 抛物 型 方 程 组 ， 也 称 为 相合 双 则 -抛物 型 方 
JEH 


aU TER, arr E xr a* 
at +A x *B a axe 
a, FU yy FU 


Bi. BRE = diim d) 分 块 如 下 
Au Adis B, B: 
arr) TC uu 
As. Ass B. Bas 
i 0 Di 0 i 9 
a ae a 
0 0 0 0 0 Q 


& Saaf urz! -E.p-o0, Xe-YRT dT -pyk 


fl 


其 牛 DN. DY. DU Ad x d ARE, Aa. Bue (m— dox 
(m—d) RR. MHRA U-QU'. DD'. MRA E 


ar! m ad oh xy aj ys9 U F7 
81 = f} 8x? 十 11 xD y 11 áy* (2 i 2) 
Jg 443579. 而 方程 
SU! | aut aut E 
dí hes ax | Bu gy — 9 (2-7-3) 


A PEER W, 3543634 (2-7—10 Tae. 如果 对 
[EX SUR Lou, Te 
det 42 Di} -HI,DTT- DT — 01) — 0 (2-7-4) 
HARCA EKR; 则 称 方 程 (2-7- 32 为 抛物 型 ; UT 
Hie 下 十 此 一 1 。 
例 ”二 维 非 定常 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 可 写 为 


Bee Meh 2 
| 
PEL ov He m ES 
= ps L [a 22402 "ES AO e Ca » e] 
a + or + 2 ee 1 Tr (+ $y 
dier - 
qe Eee oU en 
At Pp HORT, 
下 常数 Re 雷诺 数 ， 


P -— BAS (PrandtD 数 ， 
k —— dg AA HR, 


72 
# 利和 一 一 和 粘性 系数 满足 3 二 2 一 0 第 六 节 例 2 


xd RUBRI Bp ah UE). 
Ad = 3, WA 


a+, 0 0 
az 1 0 H 0 
Dii Rep ; yh 
Pr 
0 ita 0 
ay dl. 
pu Rep H+ J 0 0 
Q 0 0 
H 0 
y 
,e 9 Pr 
Æ (2-7-4) Bp 
Tian + tie o LI s-A) 
«| RU HEAD) fyuti(ewe + Agog 
0 0 
0 
0 — 0 


VA 
C+) pe 一 7 


4t. T8) 23 
Y a M" 
(-5-— a Jte —(3H + Aat? + HAI= 0 
得 
o= g,— HM G=2uU +A 


都 是 正 狼 。 从 而 对 应 的 式 (2-7-2) Fe 847 MR (2-7-3), 
mm 一 dg 二 1， 是 单个 《严格 ) 双 曲 型 方 在 


"e af ðP ans 

3 d "ox T Yay 8 (2 E 
BA HE SF a AE BT SAE BFE EI OR (2-7-50 是 不 完全 Bü 物 刑 
方程: 


现 让 讨论 不 完全 撒 物 型 方程 的 边界 笨 件 ， 它 的 撒 式 为 
p?U.LQB-Z t), 


ax 


Pi Ü Q, Qiu 
e-( ) | | (2-7-7 ] 
0 Q Q., Qa 


HP, 的 巷 二 4 。 在 左边 界 x — 0 处 ， 线 性 无 关 的 个 数 应 是 
d+, Jet P E An 的 正 特 征 值 个 数 ， 理 由 说 明 如 下 。 
先 看 一 维 问题 


aU l — ndu cá L0 
ap) ax CD qo Ox 19 (2-7-8) 
Ep A AD ORI 
Dy 0 
D= | D (dxdqd)>0 (2-7-9) 
0 0 


BD, 正定 如 上 节 定义 (5，V) 一 | Vdx 得 


-d (5. po -2í(pn SU \ : oU 


而 
(v.  $)- fco. Ba 
^oi. A [r- fro E as 
<- Di wt 


在 左边 界 * = 0, HAA (2-6-4) 的 一 维 条 和 件 AU USO, Æ 
此 是 


fd 


AU: U-—2Du- ax = 0 (2-7-10) 
n[ P4 75 33 
A —D L [7 
aur . BE = . Wwe 0 
TD 0 ， ox dx 


SPR EA FIERE CART IE SP TEI. BY EAS i -- OR (2-6-80ff7 
SPE CSE RAPA IKE. TEU RPP TED. Uu IE IF 
征 值 的 个 数 正 是 9d + CHEM RD. 

在 很 多 实际 问题 中 ， 烙 性 系数 《一 阶 导数 项 系数 ， 上 用: 代表 
它 的 太 小 ) 是 很 小 的 。 要 录 烙 性 流 方程 的 边界 条 件 不 但 适当 ， 而 
H. e—-0, 对 无 烙 流 方程 也 适用 。 这 样 在 开 边 界 上 就 不 会 出 
吏 上 人 为 的 近 界 层 。 为 此 可 以 太 无 精 流 方程 的 适当 边界 条 件 出 发 ， 
把 它 修 正 为 对 应 精 性 流 方程 的 边界 条 人 性， 使 其 个 数 正 确 并 满足 式 
r2-7-10)。 当 顺 要 的 条 件 个 数 为 四， 可 以 如 下 实现 : 设 式 (2-7~8) 
!ÀDA-HRARU. RE L=sR OSR’, ULL R'2353k2; RRS V— 


Ru. f 
ay BF n av 
3i +A ax 一 R'DR ..; 
ATMS (2-7-100. BEE 
T o- Ẹ— f r OV 
AVY: ¥- 2R DH 3x 
— AV: V—2R'DR^Y- - Po 
(2-7—11) 
SR FRE. OT 140， 让 特征 变量 太一 已 - r=, 
(2-7-12) 
iH GS 1 ba, MPH, db 
av) /— SU. - 
(DR iL)-(eniP)-. ^ caue 


Eis ptim, ib (2-7-11) Wa, Gb PRs (2-7-12) 


7 


保证 它 在 左边 的 第 一 点 积 所 0; MN RIERA PRA. 
式 (2-7-13) iie m — P BOX. 

对 多 维 问题 ， 在 左边 界 * — 0. 式 (227-10), (2-7-12) 和 
(2-7-13) 用 点 威 立 保证 边 办 条 件 适 当 。 

如 对 俩 中 的 二 绯 非 定常 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 堪 滋 尺 《多 上 下 
$j22, WAXER RA OV AT RB A (2-7-10) ERA 


RAŬ- G-2RD°5: Üo a [te 


a 
PEP em en 


- & [cantar 


PR 8T - 
Prv—1Yf roe «c (2-7-14) 


EER (2-7-1) PH d = 83, An = 4; AEEA Fx = 9 &b. 


对 进口 ，4# > 和， 需要 4 个 边界 条 件 : WoO, 40, HE 3 
个 过 办 条件 。 以 下 尊 当 各 种 情况 需要 的 边界 条 件 个 数 和 可 采用 的 


R BRE sk: 
Pare PEO. S — c 0-0 
无 粘 或 有 粘 4 个 ， 全 部 变量 给 出 
ES p EHI. — 4» 0670 
XU — 了 个 
T — o E 
sperms 2g, ao, Bono WER OTID. 


EERU, Kure, 
JG 35 ——— 3 ^ Hh, r5 fl 2 


k PR aT 
Pr y- T öx 给 定 


(2H 十 ao — 
ox 


这 时 用 了 式 (2-7-13), 其 中 ( R RD- ) 一 (34 + 2) 8 


-— - 


, T 


fry T 6X 


Wee oO, @<cl- ade, 
DECUIT BEFA? 


有 粘 -- 34e. a, Z 和 qp 给 定 

othe =O. "A 0, -2E 二 0, 显然 满足 式 (2-7-14)。 
[al Be, H = i) 
LEl PB, oe = 0 


BHM 3 7p, t= 0, HTE 


WIA a= 0, v= 0. T—o0,. BARW REX C2-7-14), 


{È 


更 和 仔 绩 地 和 分 析 式 【2-744) 也 可 训导 出 其 它 适 当 的 边界 条 人 忻 。 
式 C2-7-14) Reese. WU ae 


上 是 充分 和 此 要 的 。 下 一 节 对 它 做 简单 的 介绍 . 


p 


E" xy. KEAT SEXS CHHCIA. 0320 <BR. GE 


TUNIT XR Ey FE ZB ——— TE WS 1S 
考 虚 以 下 右 半 平 面 上 的 严格 或 对 称 双 岂 型 方程 的 初 边 值 问题 


OU = AOU 4 + BE +E (9-&-IJ 
OF Xx 
UCCX, X, OF=FCR, Y) XO, —e6o« M o 
(2-8-3j 


BAA BAHE., AA BURRIS DT (Ae cà 
am PP OA. cA) AIE., 3E eae e fal fip Be Fe Fe 


在 讨论 初 边 信 问题 (2-8-1)—(2-8-3) Wie. RAB 
ON) AR BB RA PE) RA SFP SG EB ER HE E HE. 

B una Re A SE. CUA RR FS 一 
0 py RRR TE i5 


aU aod S OU aaa 
at = 4 8x -- B ay i p! 
DU(x, Y, 032-—j0x, Y) (2-8-5) 
Eco, Y, t2—0 (2-8-6 1 
3138 P Fe RA f 
G =e 7) ove, s = nci, 7 = Rer 0 
一 -7 1 


把 它 代 入 式 (2-8-4)~(2-8-6), MHH A AR FF VA TRADXECBR DEN 
FEN. MTA H OF S 


» di .. 本 | 

s) — A.U? igdoBi ox) ( 2—8-R) 
(yx 

Eatx)= 0 (2-29) 

TEL 0. 09) (?-8-10^ 


Hp TG Do Mabie ATTA. xXx E os(CResc 0) E He a fH 
Ck BE 3E SEHE GE PRI OD 2 HO IE 


了 (一 r= OP Hio (2-8-11) 

fet Bc RE (A Tal 8 
ACO. ss d=rd (2-8-12) 
Mia. s i= A sp i022B) (8-13) 


XX Ho FR AP fa CORD TR SSBF fe [a] BR 02. 

对 Mesc-0, Mo. s G I eRe. [erc 0 Fan 一 
REA. Bey. LI AB [RH m — | ERRE AD. 
DLs EROS. TOTS RR RRA vou OM SE inp t 
为 毅 述 篇 单 .这 里 人 假设 它们 基线 性 无 美的 -从 式 《2-8-11， 
和 (2-8-10) 可知， 一 般 


ra 


f 
jco- Y! eet, 


L-1 


I €, 
$00 = > sàn aa : j-e 


i=] Ci 
AT (2-8-9) fH 
N o, s)C-0 (2-8-14) 
Ni@, s)= EQ (2-8-15) 
Aq N o, s) RE-- ix i Æ 
当 detNÓóo, s0, C= 0, FTE MA Mh (2-8-8) 
(2-8-10) RA ffy xj Mitts (Res 0) 不 是 特征 值 。 当 
detiN( o, s)=0, CH0, IB A FF ür (gp IE] B (2-8-8)— 
(2-8-10) AJER gx), Mills (Res > 0) BRIE, FA 
进 值 问题 (2-8-4) 一 (2-8-6) 有 指数 解 ， 或 模 态 
ci Mg (2-8- 16) 
HGS RR (2-8-4)—(2-8-6) Het X a EE 
detN œo, 800 WTA CAIDA s. Res 0 
(2-8-17) 
ETRE EWE ++]: | = 1 RR HOAs. Res > 0. 
献 C13]。 
AHA F, so (2-8-7) SP EE f AE i., 
SERB Rw, » 作 傅 里 时 (Fourier) Æ., SMO f 变量 
s Res 20/7, tAth iri (Laplace) ZE$2. MAg EP 
3p UB GE g Gx XX (2-8-15) mag Q XÁ Qa, F 


M! 
omo 
. MI 


其 中 MUS Ix 7 SRR, 比特 征 值 "满足 Rew o M'A m 
(oxOom — 1) HERPE, HIRIE E e 满足 Mex 0. x py M" 


MW, QAHRA Q HQ! C= QUAS Um Cm s 
NEA AR. VO 是 外 出 分 量 , LSC MRIS], HE A E 2-8-3) E Hh o 
ECCO, 或 
EQv(0)—EQ'V'((0) + EQ'?X02— 5  (2-83-i8. 
GA 
N(o, #)0'C0)=P(o, sOQ!COD)-S (2-8g- 9) 
N o, s)—EQ' (2-8-20 ) 


可 见 需要 deN o, s) 0 —Sk sr, 4 Res 9 0. EHAS 
HOC0) REELS HE ONC 9》 和 边界 值 9 一 致 求 出 如果 
deN 9, s )->0, 当 Res -- 0, 8; ABAT) $09, 01 6 0 38 
X. m E (8 HU DRE SE RI AA R EE A PEOR RR 0372. 

可 强 必 要 荣 件 《28-17)， $E Res = 0 Wop mae, WRB) 
边 值 问题 《2-8-1) 一 (2-8-3) 适 定 的 充分 (及 人 必要) 条 从 CUL 
献 C12J 和 和 [131]} 

deN o, s 03} pei o^-1sl^— 1 的 所 有 BO 
MPA Ss, Hes (2-8-21) 
现在 把 正则 模 态 分 析 应 见于 空气 动力 学 方程。 

W1 对 二 维 非 定常 等 粹 流动 方程 ， 己 有 其 冻结 系数 方程 
(MEASTAL SE Bn Br]. frd GE XD {2-8-16) KA GRE 
(2-8-4) 得 出 

tsIE—8A—ioB)01—0 (2-8-22) 


MER M o, s SRA RIE, EME 出 


 t+Heu+tav Ü KC 
0 了 Hut toon icc P 


KC icc E -+ «n ioo 


从 了 其 上 行列 式 为 0， 得 


— in 
st Kutiovu= Q)—-K-Kk,Q G= | 


at 
(8 + Ku- toe i" —ce^(* —0?) = 0 — € HK, 
— H.C 


— iux 


£i 
j 


3 + Kyou tH EOD, 
RY 4 = ts JGR. 
Up AU x — OWT OR, A 有 一 个 特征 d — 8 
C0。 Res>0, MM APE TE ik, Mero. 所 
Jj &,USp 4 «0, Meso}, FARE HE BH REA W — Mp AS E 


HA fk itie 0. 现在 讨论 边界 条 件 


Ll C LI H 
HH Ass Cf m —- 


XLI 2 
[对 应 于 aut 7-0 = d). 这 种 情况 下 . 


/ — RC 
NO, S Jeet am. Oo. 7: — ive 
| S +e aor devo | 
= S +id+( u-—aGc)k. 
对 Res >0, DÀ F8558:—n db — masc dm FR. BEEN o. 
s)2e 0, Bp RS Sy CROIRE E BID PEA (2-8-17). Xl 
Res — Q0, FEAR XE BY w v^ / e > 0 AUT pF. A EBEN Co. 
ss， 从 而 满足 适 定 性 的 充分 条 件 式 (278-21). 
Res 一 和 情况 在 -- 般 条 题 适 定 竹 的 讨论 中 世 是 最 国难 的 部 
Sy. TARR TERR Fak. 
(2 CLA ANE RRS 7: 9e. BU (2-6-11), XXE Ep ERI 
n. Fe) ME 法 已 导出 边界 条 件 ，a Sh 十 二; ee, 
更 在 力 正 则 模 态 法 可 证 明 边界 笨 件 2 、4 RP, SHER 导致 个 适 
uA A m M R R tee, u, Ca em AA. 
Ega OHO, Mio, s$)-—8AU, W AQSR, AUR 


— 
- 


xe (ATARI e. H QPS RY, QR IE X Cad be 


Ui. AX EQ =R? T mR OV. Me at € va. Claws 
Pr (2-8—-18) 对 应 
ER VOO)—-— ERI 9144 

M detN( 0. s) —detCE R')2c 0 5g ir A oR Eb BET; MS Co-5-9- 
形式 ， 在 此 | 

TY 
其 中 v YT 委员 为 对 应 父 -- 维 问题 移 进 入 各 外 出 特 生 闪电, v 
— HERS RE S ny A eA, {AWS aA. S 不 能 A ES 
89. deti:N(C o, s) 0 BYARVERAS CO=— 0, HE [op Io ¥ 
An ry Fe. 


SILT 无 反射 边界 条 和 件 


T5 TO FPR, RPA. RS AP Pe: RB c" 
bp EAR O E-E ee Ae le ACS a RO 问题 
cU BE AAT TY a R R sb mE. BU BS JG D 54$ xh SO 
(nonreflecting. absorbing, EE radiating boundary condition). 
xx BO foi. RAP RIS HAT Re. PRA IC. BR 
+ we pb Res) Se. RE AB GRE 

St SE RE, FORA RR ATR (du SR. 式 (2-6-9) mos 一 
6. REE x = 0 AHA REILE R VAE: SHGA a Ux 方程 
BEV'— 0， 这 样 计算 E EV ak M R AE R ESI 

Rf EB, E BRAA (2-8-4), MP PY AL t HE EAL ODS 
$e. Ee SR) ay a) A 


8 Lye, iD (2-9-1) 
ox 
Mo, i) —iA" (EI oR) (2-9-9: 


W, n] EJ. ELTE SE tri OA flr 
U — e COSTE 2 (2-9-3) 
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代入 式 (2-8-4) fu i5 =i Adt+ioBd, EA HASA 
Mio, i£)d —iod 
We GA 
(EI -CA~—@OB)F= 0 
M Jeet AT ST SE Se 
det(ZJ—04A—oB)-—0 
WH (c, o, E) BAB (2-8-4) 特征 下 的 法 向 景 。 
在 此 讨论 串 一 和 的 情况 ， 即 法 向 入 射 玻 ， 这 只 对 应 无 反射 边 
Be fey irl. 2560 — 0. Mio, ESIA OA En 


bist fa hin 
var, 
R^MR- i 
go if 
Heh RASH AB, L Ix oT AER ORR. OT fü ox 
gct, MET OI A pI UT ÜT EG, £5 0m 1x 
(m — 1) ax BERE. xXbfücnol 0, UE SOC ARM 
1 个 正 特征 值 )。 令 六 = RD. XE L' AIL ski HP! mv. 
FEIR =o T REA DH. BAH EDO. o 0. 特征 
面 法 向 量 (o. o, E) pgs RARER AA. DIEBVS 为 外 
出 分 量 。 无 反射 边界 条 和 件 是 进入 分 量 为 0 HU 
v(02—9 '9—0—4) 
Bee MOMDE U, HDAMUO V. FV ORE VU, BP 以 式 (2-9-4) 
VOD, Y. t2)—0 
“PHO EE RST BIN, EEA 


Vico, Y, £)=9 (2-9-5) 
My BE Fe HE ex HE the FACES RNC 
PMO, Y, t)= NUR (2-9-6) 


即 对 应 的 一 维 问 题 的 进入 特征 变 景 给 定 。 从 式 (2-6-8) WT X. X 
RWWA Hwee MA. HA. ABA 
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的 例 1 BLZ Ae a XM ix IE i a. GG bb xa a PH 
的 第 一 近似 在 左边 界 即 # 十 2c/(7? 一 1) 给 定 。 

SOM BH ee, I Ee By. EAP Ae A 
A BA PK E — CERRAR I RE 


Gu aGuw Gu 


“alt T gat ay (2-9-7) 
BRA 
rit = g’ (Um yy aa a 
每 
£clg'V.at»g—iywit—a (2-9-8) 
在 x = OF, MPT SPH, Ao seh Ms > ont A (2-9-8) EX 
E x —io— iy gta = rf // 1 一 人 (2-9-9) 


LAPRE- TFAAR ME: Mee A xo Wy E aA 
FCfI={" f(x eax 
有 
FCf’2=toF CFI 

fte BAY Se Pe SS PR G4. a ES TA 
Xr Bi PE AS el Sa. A 2-9-9) 的 最 后 # 达 式 
对 应 于 某所 微分 算 - 于 ， 为 了 得 出 可 用 的 公式 Tod IS EH 
近似 o 

4E x — o0 Rgx RESI WAR EES = 0, à EU A 


射 波 无 反射 ， 这 时 一 一 下 一 -二 . Bp 


Go fe 2 


ÉSI, x (2-9-80 可 以 写 为 1 一 cos* 8 十 Sm , Blo = 


cos 8. @=sind, WAE oS 
wW 一 oe (5008 tind LE) pL fhg tetori. Fein a ytt} 


éd 


(CAR (2-9-10) 得 
(cos) — 19+ b(—cos0 —12— 90 


b _ cos@ — 1 
a  cos@+1 
EER SY gg UC 5s PI A E. PO — 0 (Hi A DD. 
b —-9.. 8 =—0.17 3 g= "gy 
a ^ 0s XN 8—- o. cà 0.175, 3] 0 — , - CAR, 
ò _ 
a le 
FEWER. ARRI A NUT 
Fe 一 
ox 9 
导致 


Se 


aes d+ b(—cos 0) — 0 BE a 71 


所 以 是 完全 反射 的 。 
现在 考虑 了 式 €2-9-9) WEI. MÆ% (Tarlo) 展开 


1 oo" 


ut E m Votar ID RE 3 / NE. E — =_ LI. t 
或 幅 德 (Pade! BRE S, 1 go i 2 TE? LAR 
(2-8-9) ge fi 4H 
a g 4 1 w — a l 
‘ax T 8 (1 EE as-)-- d ad 
Bir EJ 2p Fe 85 13 FP AR EF B SS Yr dE 
8! a 1 8 
ET Ta 2 gy )" 79 (2-9-11) 
àn r.nf fey 
b _ [(cos8 —1 V 
^a ( cos 8 + 1 


这 时 对 日 = 一 一 ， E | BE £g 0.03. 
AIT a Ee. aT GOUE HP BIAS 


$3 
Sy no A E ul EH. Cu JHOSSGSCREUT 3H = A E f jn dul 
SADIE SIA, RRA, 
附录 — BB > — TSE Ze PE i ot EE 
Set — Bat SE BRE HC 23 PR 


ROX, M, P, P, q)= ù (A-1) 
其 中 
i 一 = av q QT 
TE av 


fe x th ELT PB RS 
(1) Paths} 77 Ea) RP — POX, Y) 可 能 的 切 平 而 的 法 


ng Bt ( aP 9T o. BLISS €, — 12 HARP. BAB 8E 


ax" ay? 
BJF mese PETA, PROBE (Monge) FE. RAE OR TL 
fe 46 5 T 78 nb E E AEA O St H EW 
(2) FE-APOx, v, 95, SHOR 
F(x, y, €, Pa), Qq(a))-0Q 

Et a RARE. dEITRXXONROY REAM RARER. We 
p(x Cs), X(s))—9v(s)2— OQ. Ks ASAS 
Su. M 


dx dy = de 
P is +2 ds 7 ds T’ 
(A-2) 

aa ds ac ds 
fiur£k AR, Me, M 

ap ow og oO 
$4 

-1 
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A (A-8), CA-2) 和 (A-1) 即 蒙 日 锥 母线 的 方程 。 
(3) ARMIR (A-D, EASE m-5 的 方程 。 这 样 定 
出 的 >(s) S ELS), PCS), TCS) AEB 


FELLA PEAR CA-1) 的 求解 和 “特征 带 ” 族 求解 的 等 价 性 ， 
仪 指出 “特征 线 "， 即 位 于 解 男 上 的 蒙 日 欠 的 年 线 ， 生 成 解 wh. 
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第 三 童 ”差分 通 近 基础 


在 本 章 中 将 以 借 型 方程 为 例 ， 简 要 地 狗 述 差分 方法 中 汐 一 些 
ZEAE PRE MESS HTT RE, Ae ae a eS 
分 近 倍 稳定 性 阿 题 进行 讨论 Gx Aas Bee a RR. 应 当 
指出 ， 虽 然 所 引出 的 定 二 和 分 析 方 法 是 和 革 用 点 分 方法 永 解 流 蛋 力 
学 问题 的 基础 ， 和 但 上 只 对 线性 问题 有 闫 格 证 明 ， 对 于 非 线 性 问题 内 
是 简单 地 “借用 ”是 管 近 年 来 数值 计算 方法 的 理论 SEA RK 
发 展 )， 所 以 ， 在 求解 很 多 实际 问题 时 ， 由 于 其 大 本 方程 是 复杂 
的 韭 线性 方程 组 ， 喜 必须 通过 数 香 毋 验 米 验 证 数值 解 的 简 定 性 受 
HIE AYE, 


SOT FERI Ze or 


Ape 
5 B24 
a TI a (3-1-1) 
AR ER ix Qe 1, os f= 1 


—. REHASH Riz 


首先 在 求解 域内 ， DASE 5} aS BR ESP IER CA 
E 3-1). BRAR RRNA Ch. c HERR ate Hos 
ARRA Cn, J ), WA a} RR P ndt, x —jzx bu. xy) 
在 差分 格式 中 的 近似 解 ， 其 中 it A zx A tx AY 网 
Fu E. 

根据 导数 的 定义 ， 若 Lt,*) 在 (Cy ox) AES. WG 
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Hri BE +} AS 
Hu . Wf Xatt) u um Xa) 
= lim AEE LE Se 
x x o zd x 


a zx 为 有 RW he, Ge, Bat, x) 在 区 间 
No 二 AIX ATER. WEIL RARE PARE. TER 
ina _ 4 (hos 十 < 一 u (oy XQ) 
GX {eee sfx 
Xx E m SF BE SP FCA RA HR. 
a(t, 十 IX) YE Ch. x.) ATR HRA, WA 
ui, Mgt uix) — ty, Xa) 


au gry 2x 
-F Bx QST dx o 9! T: 
EX, 53 2g 
LE Bae (RR) LX OO DE 
( ax )- AX ax? j 21 F (3-1-2) 


上 式 右 端 中 的 第 -项 为 偏 导数 84/0x FE (n, f ) 点 上 的 差分 表 
达 式 ， 其 他 项 为 截 同 误差。 被 贤 误 差 就 是 导数 与 其 差分 表达 式 之 
[89 26, BRT De 2E BI EL ALB. D 2 rp d SES En 项 内 增 量 Ix 
BRE TX Adr 

EL Ef OX) APO) BBR MS VB e TE EX SEES 
XE. HPA x ARNE, HENS S 中 的 所 有 有 x， 以 
bh ASS TATE MOE 

Vf Cx JI &| e Cx 


ap 
Wjfs fCx2) Boix) WARR, TERA 
FL 一 人 [人 (xD 
HJE, se (3-1-2) 可 写 汶 以 下 形式 


(2) = + oca 
IX Hp EGA CL —— B8 ET a 3X. 
ATA, SAW PFHE*SHe THe 
[n] Bi 224}. Óru,-— uL ul 
向 后 差分 mS 


中 心 差分 ， Stu} =~ (n wa) 
ót ——(A D 


OW: = 034, — 285+ Wi, 
a n n 
ÓI;— d, 1 —85;..1. 
z 2 


队 以 上 可 知 ， 导 数 的 差分 表达 臣 不 是 唯一 的 , MA u Ga Xe — Ax) 
在 (Ge w) NPRM RIE, BT (34/8x) 的 另 一 个 表达 
式 。 若 限制 只 用 2 一 3 个 网 格 点 ， 则 常见 的 一 阶 导数 的 差分 表达 


RA 
(CA), SantO) 向 前 偏心 差分 
(ox ) a Orne OC Am) 向 后 偏心 差分 
A) uu DOP) 中 心 差分 
"as )T m ( — 30; + 445, —2,,,) + Oto 


La n] BU fu 2:5; 
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(-Z-) = boc a, ta, OAP) 
EN-NubrE DUE. 
au 1 Or I "EM 
Co 7 24x | 1 +82/ 6 | HOCA) BREF 


RES SAP RISEN 
( oat), 一 Er (8; —295,,,-8:,,,)-- O Cx) [8] BU fiio 25 7 


(2-5 | 
ax* /, 


= — y (u,— 28; a) OLAS) HE tha > ESP 


) Ax 
( 2 =a (u;,,,—22,4- u,.,) + OCA) 中 心 差分 
uy | 
v )7 Z4 "ea Ty T1237 CO de 紧 致 差分 


LL. 2x 分 方 g” 


对 于 热 传 习 方程 《3-1-1)， 若 以 疝 前 效 分 dE OXIPBI B PIE, 
以 中 心 差分 逼近 室 间 二 阶 导数 项 ， 则 差分 方程 有 以 下 形式 


ut yn (i a a. a 
l eft D = gyt = 20 ia) (3-1-3) 
将 式 (3-1-3) 中 的 函数 秆 在 Cn, 了》 点 展开 ， 则 有 
ou o*u un 一 4" rd a a a 
“st 一 Cr Ai ge OO — 285 + HF) 
arn EL ata -好 ] 
+[ ( o), 2 +a( ot ) sr 12 us 


iis Jiu ERG TAS BRE x42; ERU ÉERGSS S 
25. 而 截断 误差 的 阶 数 等 于 各 导数 截断 误差 阶 数 的 和 。 从 上 式 可 
Baik, FS AM AZ 4) RE (3-1-3) 的 截断 误差 .其 阶 数 
A OCCAADMT GCA) BRA OT, zx, 即 差 分 方程 ( 321-3) 
TE mj fey 27 Jap EL— Bir EP HE zs d] Fy pp EAA By TS BE dm iE 微分 方程 
(3-1-1), 

An SR YE 25 4 ON BO A Be a, RO A Sh 
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Wisk (3-1-3), Bite s Ai BRAS 为 已 知 : GREED 
AF PSS PRI. WER ARAM. WO Tita rx 
(3-1-1) Wan Paap A FE 


m*l an mri o — n+} a+ 
中: TH; -== 7 Hj — 2H; T 十 到 -1 - 


E NI 


第 二 节 ” 几 个 定义 和 拉克 斯 (Lax) 等 价 定 理 


采用 基 种 差分 方程 去 逼近 一 微分 广 程 ， 实 际 上 豆 是 把 在 其 过 
续 窗 问 区 域内 成 立 的 微分 方程 商 散 人 化。 数值 方法 的 目 鸭 之 是 时 
Sei o4 ay Bee grat, HARA eto) op (Se EB AE Y EET 
{Kak (ya ee. ECORI RD — EA Re HX 
A Pe. EEE 2 A RIDE MAE "s D 0 A Ee RE mi ee 
2. Jal HY x. 

Ealt. ©) Ale sant, jx) (RE a, RAK 384 
HERGEIR AAAS ARR. HM u 的 范 数 eA ia 
0, Biss = 0H SEE eee, llauli--ia ru, KPa 是 常 
AE. ile + v lieth vlc 

Be AS HERRA EA A A T0 X 


”二 DE Pr} 
iu cm [ (Lm Cx Pax] (3-2-1) 
Al the K [EE 6 288 
| ucx )Ji-maxi*« {x)| (3-2-2) 


We, EPR EER eM. 
Peau. v SS, HENS MARAE. BB B 
|l 4 — UV In 
SD LXRübG TEST. Le Em 普 分 方程 算 子 ， 则 微分 
a7 FE TY ta Wy 
Lu- 0 


gà 
Be Sp A FE A) OS 
L,u,— 0 

EM: MBs K te 0, xe 0). 2a TE 
的 截断 Pee TS, ROAR A > TRE RA. 
RU TAS LAM arama, dp xui eo, AK 
BI, HL,o2—Lv|— 0, DER Le 与 亏 是 相 容 的 。 

MAR AAA EEIE B R A O CAE A. RA 
Mt 0. dxo Wj. FES Aids 0,28 £y Jr ER. 
Tr UN OUS. 

REX. SHAR Fiero, Axo, SERA 5 = |l#; 一 
u| 0 ， 则 称 洲 分 方程 的 近似 解 收 敦 于 微分 方程 的 准确 解 。 

SM. RM Airo, gx ON, FEAR Bre, 106, 
性 得 

nus||se,e siluas, — x 3! (3-2-3) 

PU SER a RAEN XH c. 6, 与 «fi Ax HX, B 

BE eS ol oD DERE A eR, RR ROGER. OTE 

Xp Muy RELL TUS. BURGDPDIARRORESUH OON UR. Mom 
分 方程 是 稳定 的 。 | 

拉克 斯 定理 ， 让 果 微 分 方程 前 初 值 问题 是 适 定 的 ， 对 应 的 区 
分 方程 是 相 宅 的 ， 到 差分 方程 解 的 收 八 性 和 稳定 性 十 等 价 的 ， 戈 

者 说 稳定 性 十 收 贰 性 的 充分 和 必 些 条 性 。 

应 当 指 出 ， 和 等 答 十 理 内 对 于 鳅 性 方程 的 初 值 问 题 序 兴 格 的 证 
HE. Bo MME E 3 p SEHE) sie Bees ee. 

SE. SS A a a 2545 EEG Wa c Bg: 4v 
Aye RR SE. WERA 

D- E —IBa— wil 
这 里 ou, FESR FES TT FAG BR, s 表示 微分 方程 的 精 峭 和 解 . 

Fe IS Sh, OT BES PE IRR A GS ATE, 
售 信 误 关 的 大 小 刁 求 解 区 域内 所 选用 的 网 格 点 数 成 正比 。 淄 加 了 

eR RRA MS, (SARE. 
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FEM: 去 分 方程 准确 逼近 的 微分 方程 ，( 即 截断 误 状 为 零 ) 称 
为 谈 差 分 方程 的 修正 方程 。 例 如 ， 对 于 MB eR a Fe 


开关 分 方程 
t= 0 (3-2~4) 


Hear™ at TE Cn, 0 PRA. HRA EK (UE 


| At € fx Gt 
is CH. — US —Hg 十 2 T ex —— 6 UT 
C P 
一 - 气 us Te (3-2-5) 


ADS RR ESR 了 的 肝 数 的 高 阶 项 ， 将 上 上 式 对 上 求 导 ， 鼎 减 去 
EAH x ees, Wr 


a C | 
Uy = CU t a Se 十 9 Hage F Q Cf) ) 


/ 


c? 
> Meee tO (4x) | 


C 
Tj ( 2^ xr 

ZEA Fy En 18 

he = ~~ Oe FOC SE, fx) 

yey = Ore OC AX) 

Wire = — CH... PO CFI AX) 
VES EJ Pape os HS BT ORR Bes eee 和 51 的 
BRIAR ANAM (3-2-5), WE 


eof = 
a, Cu, = 1 一 了 yg -C 20? — a + 1 yes 
| HOCA, x. ASLAY, unm (3-2-6) 


这 里 v = titi 4x, 3X (3-2-6) MERA AB (3-2-4) WEEN 
DME TED EREHE TRES E She Pe EC Eh 
£5. REIEJUPEESEDORARZITRIOXS. ME HRN VT Rs H 
ARB IES. RB BK PAM, RR 
AD pA PAP TR BORE, ERT ee. BIR ae IN Br A 
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ROA TKS BA, MEAR A RERA HEN. mide dr 
FAJAR. MERRE ET. ERR P p RK Sew 
SOPRA 22S) AET. RIRA ALA PE mi Ee A $0325 5» 
HEIP AI ACT HE SIS EAA TOREM. 

定 尺 ”如 果 微 分 方程 中 所 有 导数 项 的 系数 是 常数 ， 或 系数 为 
让 变量 的 函数 ， 但 该 系数 的 导数 在 方程 中 不 出 现 ， 则 称 微 分 方程 
是 弱 守 和 什 型 的 ， 若 微分 方程 中 所 有 导数 项 的 系数 仅 是 常数 ， 刚 称 
为 强 守 恒 型 的 。 例 如 ，- - 阶 方程 的 宁 恒 型 有 以 下 形式 ” 


.9u aft 8 
at OX cas Á 
或 称 为 散 度 形式 方程 
考虑 一 维 单个 守 己 型 方程 
au afu) _ oor 
"et 十 . =ar . mm ü (3-9-7) 
SR, —ce- xe, t > 0 
PERH: «Co, x )— PCr) (3-2-8) 


jo zm RIE ABT HSE E GE AG. dx;—jh, Mane, 
a? 表示 差分 近似 解 在 CU. x02) APA. 
定义 ”对 一 维 单 个 守住 现 方程 :3-2-7)， 差 分 格式 
a "mong ce. Wn) (3-2-9) 
Berk se fe ssp ees. WH 
G Cu au, HS lai» Ctt. Hjar) 
n r n 
-人 
RI TE bee eo. HFG 


Ti 
n 
J; + 4 = g (7.25. RP egi) 


APT X (3-2-9) Hj (8-2-7) WAH. Uhb € 必须 满足 
gm, Wyre, X) fium) 
以 上 定 必 可 有 以 否 的 描述 ， 如果 其 分 方程 对 于 微分 方程 是 模 


36 


ER, BAR oR RAD R TIE Re PE EX p pe RU AES 96 E 
im SE IB sk, BR SEQ A BAS tA. 

Bryn. GMA (Wendrof TEA TOP me qo See 
ar Jr FB eB. 

EHE USS CHASES} A (3-2-9) 和 微分 方程 【3-2-7 1 是 
ALAS, WRA., cogn DH, A (3-2-9) TE d] dn SR TE 
n= P (jk) WJHE-— SUB UR. AL AB aha Sx PA uL. x» 
Wadd. x) Ex (3-2-7). (3-2-8) ASS. 

SA Tr 5 fd AE — Bg. Op E as 8 iE 
暗 条 人 忻 的 物 埋 解 才 是 唯 - BM. AA f SEDRUETTHBA PREX 
解 收 化 十 唯一 物理 解 ， 就 必须 还 要 对 烙 式 附 四 和 条件 。 于 实 上 ， 关 
T3852 HE TE BO MERC ES ESP ME EE A AY TAB, fens ASH 

IS LEP ee. HIRI TSM eR {参见 第 二 
££), BAR PIE. RES GS PIR — 8). 


第 三 节 ”差分 格式 的 构造 和 17 


构造 差分 格式 的 方法 很 多 ， 特 别 是 近 几 年 来 ， 为 提高 计算 方 
法 对 激 波 的 分 准 率 ， 发 展 了 新 的 差分 格式 的 构 计 方法 ， 这 将 在 后 
儿童 中 介绍 。 这 里 只 简 雪 描述 一 般 的 构造 方法 ， 且 通过 简单 例子 
如 以 说 明 。 


一 、 系 数 待 定 方法 
考虑 构造 《axyax)+ ABR, BOR KF we ik OA 
O(CAx*) HARSH PR XR On. Ff — 1). Ca, fF - 25 A 
(n, jO Wip wi, 80 wi XE On, 3) ARAMA RIP 


= wt) C7 240 LE XRAXY. 


eg =H; 21 


LI n _ 
«(8 x REY y., (3-8-1) 
; al 


Fl 


n . Bu 2 a*y ^x 
tim Us +{ ax ) (~ 08) Uus 21 
^u y cam 
二 全 | CIC... (3-3-2) 
E sl + S090 


HR a FESR (3-3-1) Hib $85003-3-2) BT 4E E) E SR P (aa /ox)7 Xi 
WRAL, B)-2a—-~b = 1, 5h. XT Dr PRINZ 分 表达 
S sud RC Sr HE, MEE GEA OLA), pst 求 该 汽 系 式 中 
(ufo) 项 的 系 SES E. Wy dj 2a--b5/2--0, BAT didi 
=], 46=~—2, RAPA EG 
(-%-}"= ui..— Aui t Sui 
Ox /; 2 fX 
RITTER AIRS, APR Pye (0u/8y), Hy 差分 表达 式 ， 要求 
ABER SEDU O uy. RS PR RO, fp Cn, - 1 
fil Cn, Ft 1), WA” S Yp AVS yi Yi Baye 
Ay-.-。 用 与 土 厅 相同 的 方法 可 得 
| i. } = MS z Sr iu TOCIHL Ay) 
KE cvy. BR dy, 


十 站 (Ho 


=, SWRA 


F a Fe) a ET Se ES he NEC: 
ET! 1 
rud ur = 0 (8-3-3) 


的 差分 上 方程， 首先 构造 (077 /8v*) WH ERA, 要 求 凡 用 三 个 
ROS A. AIR FESR ER (AR, FT Hx All UA uH 
T =a Hbx+ cx“ 
SEE HAT IE E R PS E Be A ee, ER A A 
EB Ci, jh Ci —1.,720 iiti, 8h 为 了 简单 . 设 
Cis J) AAx=OA, By 
Tli, j)=a, TE, foe a +tbhdxt edx" 
T(i—1,7j)—a 一 站 十 CA 
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由 此 求 测 多 项 式 的 系数 a 、 所 和 口 ， 代 入 多 项 式 ， 最 后 中 得 


a T i 一 2 了 Palaj , 
( Avi ) eae -oDug- Bog iier TO Ix) 


hee, TYR Catt fay?) WAS BRIAR, ARAM (5-3-3) 则 得 
以 二 阶 精度 送 近 微 分 方程 的 着 分 方程 。 


zm. 积分 方法 
A Dh fe SRO BE 
a =g e (3-3-4) 


对 该 方程 进行 积分 ， 首 先 槛 求 选 定 积 分 限 ， 积 分 限 的 不 同 选 择 将 
与 差分 方程 的 稳定 性 有 关 ， 情 如 选 定 革 的 积分 限 为 和 一 fa 十 < x 
| x,—2zfx/2-xQ4-2[x/2, WA 
xy + 2E 
| pi Cuit ts x )— H Cl, x Jidx 
Xp 一 3 


一 (1, Xo 一 AX) las 


MAAS Pe, BAM, AP. AR SAP E 
(FRR AAPA, WEBRSS), WA 


Cu Ci, +t, x3— uw %_) 14% 
a Ix - 一 
一 -去 COPA X, A Jat (3-3-5) 


ie Su et Hf, x dx 
ox 


xü 


而 贞 积 分 中 站 定理， 当选 各 Ts 2 AAT, WT 


x+ Gn Bu AIX ON, 
| " ax Cig +t, x )dxe 8x (nt 2n. Xy 2 X 
EH EJ E Pi 5S np $8 
AA t cit, XQ4- ax Jas uty +i, x Ex) 
— u fit efi, Xa) 
BA 
eu {X na! - 
ax { ty + It, xo +E) gam C51 — ut » 
ETE n] $8 
gu PX n+ n 
| ox ( fyb fi, XQ 2 jean ! at] 


EL EPSP Ash (3-3-5), BU AE A) Ir (3~ 
3-4) 的 凑 分 方程 为 
= cue (Ui gut atn) (3-3-7) 
这 里 nn Bei MARR, n+ 1 BRL + Hem ee, 可 以 
AH, xk (3-3-7) APLAR BOAR, 

X AAS HE BSS ARE, ORR UR RE BS. wW 
HÆ oy JEFES OY TESI; Ft th. 


中、 有 限 体 积 法 


众 志 周 向， 描述 流体 运动 的 基本 微分 方程 是 根据 某 一 微 团 体 
积 内 流体 运动 的 语 量 、 动 量 和 能量 守恒 律 而 推导 得 出 的 。 体 积 法 
是 采用 同样 的 方法 ， 将 定义 在 某 一 连 继 区 域内 的 馈 分 方程 ， 离 语 
为 描述 有 限 个 体积 内 流体 运动 的 鲜 伍 律 。 

SiR - 容 和 祝 中 的 热 传 法 问题 ， 当 热传导 系数 为 带 数 时 ， 肖 
上 度 了 满 是 拉 普 拉 斯 方程 


ST et 
axi 十 ay = b (3-3-8) 


i00 


Ae ae ee St Da OA ER ABA, ARR PUE SHE HX OA ACE 
& JL ete. 3258 dA 
OAR Be (EA 3 
-2 ia 

HEC’ JM 
JU faf vp to LES PROPRE d 
4X(3-3-8) Brea gy 
理 规律 是 体积 o4 A 
i, RAE RAPE. 热流 
EE E FA FE 49 fp o5 xs BT 
H di At RAN IB 


图 3-2 RE 


g =k- T 
ERS RS AS. BSR Lee ee, a 
-p g =r -RFA T= 
hy FA et BE e BHT 4 


f POP T R= {fC T)-tdS= 0 
R 5 


iX Ht. 5 Aim S ASP ER. SRR 4 的 外 表面 进 行 积分 ， 则 有 


22) aT 
— 7 " n Y 
Ray ax / ij -—-1/2, tuy C i +172, Í 


+ af 95) | = 9 
i, f -1f2 Gy Fe. f +1/2 


AA pot 32 UT A AON, MRI 


Toga Tees 
eee ics, 


d deir - T, CAE F Due ici T - 
RAY » 十 中 yy » 4oRZIX iy 
J 
È E Piu c1 fat oe 3-9-9 
十 RFX pr Q á ) 


将 上 式 两 端 除 以 .JI*xAy， 则 最 后 可 得 道 近 微分 方程 (38-8-80PMZÉ 
分 方程 为 


IQ? 
I 1 | ` 
xt CT 2 十 FR UT... —9T.:-T7T.,:52J = 0 
Xf uk Ci. JO yk qud RUE. ED BEBO REEL B. 因 方 程 
(3-3-8) 的 边界 条 件 可 写 为 以 下 形式 


六 【了 -一 了 ip 一 一 上 ( 2 ) (3-3-10) 

3t (2-3-10) PA A ADR Ae. Ae ERA A 
。 . _ È 3 
h (Pa Tu) ay Pim Tag) (3-3-11? 


M3 —3 8B. SPR BH x Jrmpm)sBARe».7x/2., RT 
Ex. 5A 3-3-9) A. WH 


, k - pen Rx 
h (Pam Tu) ruo (Pie ToO gu 
- Phu — 2T 5 Tuo 0 (3-3-12) 


比较 式 (3-38-11) 和 式 (3-3-12) 可 以 看 出 泰 勤 级 数 方 法 与 丰 限 
EPER. AREA RERNE ER E A E a E 
E BRAL HERE se, EEO TT. 

DJ LEG 8E ZEE IS RI EE DE vp BG SO EE. AFA 
单 的 缓 性 上 方程， 采用 这 四 种 方法 对 内 点 将 得 到 相同 的 差分 方程 。 


Sg PUE ERITA IA 


des ptit Ah A R E Ea TIE. PRA HRT 
AHpJ;ik. EE WD e (Von Neumann) Zrik. Wik 
较 直 观 ， 且 应 用 较 广 。 


一 、 单 个 模型 方程 


(一 ) 以 热 屠 导 方 程 为 例 ， 简 述 待 里 叶 稳 定性 分 析 方 法 
考虑 热传导 方程 (3-3-4}， 选 取 以 下 形式 的 差分 方 释 ; 


1 T fi LL] 
Hi ong. uc 795 Wi. 


(3-4-1) 


i02 


EN ABSORB. 万 为 差分 方程 的 精确 解 .，e Ait tit 
2p RoR AIRE, MAR h: (Wo — Do e. AN se 
(3-4-1) ZARJ; ER. HOM e 也 满足 该 方程 。 

AEH 4; oy RE AER RB e Ct. ORR R E R. 
也 就 是 将 误差 e BA Rte pia BUS a 


€ i + X J 三 > bmk t je = >! Dank i ): etur (3-4-2) 
TTI Bf 


其 中 i 为 虚数 单位 。 

正如 前 面 所 述 ， 如 果 在 差分 方程 的 求解 过 程 中 ， 误 差 的 增长 
是 有 界 的 ， 则 差分 方程 是 稳定 的 。 对 于 线性 问题 可 以 证 明 ， 如 术 
傅 里 时 级 数 中 的 每 一 项 都 是 不 增长 的 ， 则 其 总 和 也 是 不 增长 的 。 
页 对 于 误差 的 增长 特性 ， 可 研究 其 级 数 的 单项 特性 。 将 单项 诈 差 
本 为 以 下 形式 

ei, x I tm 一 git gi ted (3-4-3) 

其 中 总 为 实数 ， a 为 复数 。 将 式 (3-4-3) 代入 式 (3-4-1), 2 
整理 可 得 


g4 — 1 — 4vasin* 


p 
ES (3-4-4) 
tory sadi Ax, Ak, 1%, PATE (3-4-3) 可 得 


[ee 
或 对 于 差分 方程 (3-4-1), APH BH RSESKA 
gri fel me = 1 — rsin" 
称 此 比 信 为 放大 因子 ， 以 人 表示。 不 难看 出 ， 当 1C i1 H3. A 
应 的 差分 格式 瘟 基 稳定 的 。 对 于 差分 方程 《3-4-1) 有 


IG i |1 —4v»sin 2 x. 


这 可 能 有 黄种 情况 。 BD 
(1 加 果 C1 —4vsin* 2/2)7- 0, W SE SK sint 2/2 > 
Q0. icto EB) Ar 0, 


I03 


(2) 如 果 (1 — vsin? A )< o, WE ok sin 8/2 一 1 
1. 这 时 只 有 有 
»«—— (8-4-5) 


HAREE GISI. KREA (3-4-5) 40 FE 3-4-1) 的 
fa Eh BRE. 

对 于 差分 方程 , p WORBGESRd XEGR PE — RE FOR 
tS RERE, RESHAPE ARBRE. Gu 
Bi 2g AG TRAP Fa SE 

应 当 指 出 , 稳定 性 不 能 单单 根据 某 一 辕 定 的 ax 值 或 在 某 一 
ANGES AZx dix. ORR 0 Ax FR ART. 

(=) DERE FAE 


(3-4-6) 


SSR (3-4-1) 中 相同 的 差分 格式 ， 网 通 近 二 维 热传导 
2; EB 254 7 88 U FEA 
ui —Hu a.d P S Vu o7 2a m ua) 
HV CH ey — 28, 3-5...) 
这 里 v =a ffx, vat gy 
As dedi EE EAD HE od BT A PE UID 
T= 1 — 4r sint -£.— 4v , sin" 
稳定 条 人 性 要 求 [C ]s 1 ， 申 此 推出 稳定 条 忻 为 
oA fupe 1 JAS IR (3-4-7) 


比较 式 (3-4-6) 和 (3-4-7) 可 以 看 出 ， 二 维 问 题 稳定 条 忻 对 时 
间 步 长 的 限制 比 一 维 问 题 更 三。 

(=) 一 阶 波 动 方程 

采用 拉克 斯 格式 ， 则 远近 一 阶 波 动 方 福 (1-4~1) 的 考分 方 
UU FER 


B 
2 


I04 


i 


47! = E, Hala PCat, cat. (3-4-8) 
XX Hv = c AAxx, $e Pate Ot Base Pes BT aT 
G =cosf—iysing (3-4-9) 
由 IGIS 1 HEM fae RA A 
BAL (3~4-10) 
BR (3-4-10) 可 以 看 出 ， 若 2 >a. WA 
Af AK 1 fe (3-4-11) 


设 所 考虑 的 网 客 点 为 Gos Xo), WETE VA GACEM TE Ae f 
di 一 c HER (20 3-3), HERNI A (3-4-11) # RTA 
分 方程 的 解 在 Qe %0 AMIS EZ 点 Æa Rea ay ie 
ei dae Pa 


图 3-3 $a 4) Be i 5 四 3-4 0 AK RB Bd 
差分 影 啊 域 Fa & mp d 


M Emm BERH Rik. SFA RHR AK. GIR 
于 网 格 尺 寸 和 波 数 RAR), RAG fk SK Ob a Ef. 
讨论 误差 的 增长 特许 。 因 邓 一 1iCres xx Bd HHH. MAR 《3- 
4-9) 可 得 

G = (cos? P+ V*sin' By *ef ^ cte 
tg = 一 PtgP 

在 图 3-4 PAU TMP 差分 方程 【3-4-8) 的 放 太 因子 Ci BEES 
Fao WUE ME. 


Tels 


APR. Gv = 1. Se MENEE, CRT 
mee, OC ok Em px. MYR. WPF Re RES 
Sy AR ai at. GC AAR eh. ne He eR 
sesh it. GC 有 明显 的 减 小 。 

一 般 来 说 ， 以 TG HE 1 作为 稳定 性 的 六 朗 茶 件 是 要求 这 下 
T- ERs Ct, x) 随时 间 1 TRS, PEARSE RAD 
wi), PLS MELAS), AAE WAP MM. ERS PEI BPR b 
2E BU IE EE HA, thn oa ARM EIN A tH, e(t. x 的 
4 — - ot ZR A BEBE ERREUR. A, BR Gc SE dA 
则 级 数 分 量 的 振 WT RRA, [Hh to, xe, Hn 
conj, 

t? — fp) 
May co T 
不 改变 ， 即 村 与 1 sn 到 + 三 : [SBIR BI IRR TR, 
Tg 
G=1+é&tk4ax, Y) 
HRR MAERA 
Ga(1+e = tnet I 8g 


> A ses 


如 果 保 留 到 = 的 一 阶 项 ， 并 要 求 G" Egi 3536, We mma A 
n£-—const Æ, W e= k- A, E. ROW. Moža 格式 稳 
定 的 必要 条 御 应 写 为 
IST +4: fi (3-4-12) 

RRS MA: D zite ERGER. THARE H RR 
分 析 稳 定性 的 方法 有 时 世 称 为 妆 : OS fase PETE. 

(Dg) 边界 条 件 与 稳定 性 分 析 

为 了 考虑 边界 条 性 对 稳定 性 的 影响 ， 这 里 以 周期 边界 条 件 为 
RARER RA, DEO POLODORBRBE SS ER SI AAA FOL VE 
SK TE SE BU ES XE TE P RH, 
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OB fa BE Rs 4 ap EU. EA — BE 动 方程 (3-4-10 为 
Bj. BMA = RRS, MME SHRM SARA 
以 下 形式 


下 十 人 
RFA ASAE, MA 
ea Um oe 
ut =C Xiu" (3-4-13) 
这 里 U Apt SE [oy E 
i, 
U-|u 
" 
AUT ED BER ae REC XI Ss AL PIX 
iG à; 0 cs Gy i 


Gy GF, d. 


(X;— 0 9» r7 
.. a 
8G, 0 Us a; 
AB PE CA 318) SE IEA 
Àj a8, + (Ka, -+ 4, cos zd ($—12) 


- JE 。 
+ i (aasin Aj — 1) 


F = LT, m 
过 差分 解 的 误差 也 满 足 差 分 方程 (3-4-13), d 5B ECX E 
就 是 两 个 时 间 层 的 误差 向 量 之 比 ， 称 为 就 大 生 阵 ， 以 CCGJ 表示 。 
差分 方程 的 稳定 条 侍 要 求 矩 阵 [5GD 的 特征 值 为 
lS, FH 1, a.m 
X Bt sae ae GB Pe Sg A A 


i07 


wit E - 
Macas a fas a=( 1-26 7.) BB Ad ui 


35 2 Jj Fe AR x RIA 


zit 
jes 


WA, ATAR Sy Re Ge P bAa PS, KA 
Fe FRAG SE AS a Ol $8 E PE BY BR ll 2E PF 


—. —# 7ER 
OR PAE PERS - HOS DARRIE BIS Ra $ 
在 以 下 一 维 方程 组 的 模型 方程 


总 f . 
SU + A oU -= n (3—4—-1 4?) 


Hh op mets, AO "BARRE. 与 前 面 的 讨论 类 伺 、 可 
以 得 到 
Br'-—UGIB. 
其 中 五: BRAM EF 作 傅 里 时 级 数 展开 时 ， 波 数 为 上 分量 的 振 
ÜR. [G3 是 mx meee, PABA TRA ER. dH Dv] 
Do WIEDER SER PEECGOBI BU TUE ficii JE EXTR ID 0$ XX 
Agi, ] + & EE 
j — 1. 2, (e, M 
Hom k AH EE. 
对 于 变 系 数 的 线性 方程 ， 通常 把 变 系 数 取 为 当地 值 。 SRR 
有 照常 系数 线性 方程 来 确定 差分 方程 的 稳定 性 必要 和 条件 。 对 丁 非 线 
性 方程 ， 一 般 用 # MAIR ESA DR, ORE 方程 中 的 系数 ， 
SRG FERRER HEBERT. SHBG Bee, H 
jE£XK pERIEE TEE B EZR PE PETE) So. PPP a E EE 
PPS SAREE. Bre. FERS) BD, PR 
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进行 稳定 性 分 析 外 ， RAPER RMA. CEES A tE 
烙 值 解 的 稳定 性 及 其 解 的 准确 性 。 


AALT ME Jr TI rfi s a E 
WT fhe pe PE ob Dr YE AR HE 

HF Be (YR ARR AGE SERS BL, SE RO RE oT Pf ER 
CREA HAD HIE RAS AR A TRA. BGO. BAH 
iH nnd HB B Y y SR, XXUBSGUUEB XX — - SR A E EL £8 Az E e RR, 
fri SE es qud ESI He p b Je XE BR SRSA Jf. [v UR IH WDGR 
柏 的 确定 方法 并 估计 它们 对 于 数值 求解 的 影响 ， 这 方面 的 研究 工 
FPEM GOTEATP 96E w3Ed- (Kress GREY (RRA A a 
Ut GU ti [al Ae PEAS FED RRO, 19724 RPGR Gu- 
stafeson), BRE. MBH (Sundström) BARTS EAA 
43F fp xd fic np ES EF RR 一 般 称 之 询 GEKS 
Rit, SMR Ati ayes, PE FU ae EE St 4$y. GKS 
Withee wu pfi O4 SE RAAR Ee. iX IX 
oes ES} ATA REAR BE. SE PBT BR Ae ee. A ie 
ie SR AE AA GS RS Glo 

本 节 从 一 个 简单 例子 的 讨论 开始 ， 介绍 数值 边界 笨 件 的 相 窑 
性 概念 说明 稳 定性 分 析 的 基本 思想 和 忒 本 方法 。 


一 、 单 向 波 方程 初 边 值 问题 


BE B x p] xs 
9a Gu "a x 
I ae SO, zl cum (a3—-z-13 
ai ^5 0 mxoo. [d v4 
u(x, O)= fix) ( xLx ceo : 3-5-2) 


HE EAE £9 y X + f =cornst. ttd ESSA H ( X. f ) GETT A CE B, 
x (3-5-1), (3-5-2) PEE 
a(x, d)—f(ix-cti) (3-5-3) 


T a 
fie 


PERU CO, F=f Ct), WEEN Ile 7c ia E x = 0 Ae uS 
JE x MISES PE. 

WIZE SE AGRE (Leap Fron) MGR ELM) eect Xe. Ue 
bina ik Ax, di Heo t)— v(x,Q, ¢) dete, RP 
x,—]2jx, t=n4tt, BTW aA 


^ eit s , 一 
v t tA =S a m Ait vt 9—0; t0) (3-5-4) 
0,00)— fix) (3-5-5) 
v CAD = f(x) d vf xj) (3-5-6) 


EB st [AY SF H rp 26 > XM S BENI fe Pd et foc al ek E 
BB. 由 于 其 分 计算 需 坚 ， 在 左边 界 点 x* — 0 RRMA RI, 这 
种 补充 杀 件 称 为 数值 边界 笨 件 。， 它 应 与 微分 方程 定 解 问 是 相 S. 
不 能 随意 指定 。 例 如 对 式 【3-5-1)、{f{8-5-32) RM RHA 
u(x, OJ= f(x )—1 
ERRERA A s(x, DOSi, Zat A AA (3-5-4) 4s = 
1] 、2、3…， 初 始 条 性 取 为 
2,00 )— 1 j=l, 2}, By 


s,ji)j— 1 fel, Z2. 8, 
3n 35 Fe 28 Pr EX 7 
vt i)—90 
3x4 -ix 一 1 时 六 分 解 为 
1 Mr 


u =u; t) -| 
1—(—1)? MAX EL d 
RHA Ix. Si 0 mJ, v;it 12 Jp SX T uCx, Eh X 
fe Us d TS Ge E] 375r oR. 
uu dif fx 1 时 这 种 振荡 情况 同样 存在 ， 这 里 喇 题 在 于 数 
(ARSE HOGER EH. Mik tha [3A ET t 
程 定 解 问题 相 窜 ， 这 是 初 边 值 问题 数 利 求解 的 一 条 Dot Ule 


Tid 


一 


i I 1 1 1 1 x 


图 3-5 #83} I N 


二 、 数 值 边界 格式 的 相 容 性 '” 


考虑 单 向 波 方 程 
ou — aa R7 
a= eo xO, >D (3-5-7) 


Apher a > 0, IEE A x +at=—const, MEL x = 0 Ain tx 
NR. BAS IT dE E OS 
Blv)= 0 (3-5-8) 
FP RADARS HT. si. f= U Cx, P= 0. 10 — 
ndi, UEHARA u a, t) RAT (3-5-8), (£8 
51 Be fé FPS A RT DX 04 
T (un, == ag) (3-5-9) 
E a = Afi TY 一 const， 利 用 微分 方程 (43-5-7)， 按 泰勒 级 数 展开 
si i ir ih 
r(uQ)-— OF ae) M fx 0 (3-5-10) 
Va ek tb X (i Xp RRA ORE, du b 2 0 就 说 此 数值 边界 条 
PFA (3-8-8) 与 微分 方程 定 解 问题 相 容 。 以 下 列 出 6 种 相 次 的 
Xo dE A SEES 3L. 
C1) B(vp) =u" — u — alo ug) = 0 
(2) B(v) =v — C7 人 0 
(335 有 ro- 一 人 
(4) Biniu — 201 c US — 9 
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(5) Bio FAa)vU +1 — jabut —(1 ~ fain} 
—€1 +4ajui= 

C6) Bove 
Bie C20, (3) ASMA, C120. €4). (6) Xr-- Erf HE, 
(5) ACEP HE. MER TTIE% Re Ae 

H(v)—v,-—0 
其 截断 误差 为 
t(uQ)—w,— OCA Mox 0 

因此 了 = 一 1， 即 此 数值 边界 条 件 与 微分 方程 是 解 问 题 木 相 容 。 


=. ERRMRSH (Normal Mode Analysis)"” 


设 二 层 齐 次 线性 着 分 近似 写 为 
UU —-CU (3-5-11) 
命 解 
U —z (3-5-12) 


其 中 z AEA. @(HRSUAAAM AB, BA (3-53-12) 代入 
X (3-5-11) 得 到 预 解 式 方程 
Gic (3-5-13) 

x (3-5-13) 即 为 差分 算 子 所 之 特征 值 癌 题 ， 2 是 特征 fA. i4 
特征 向 量 ， 式 【3-5-12) PROS CRETE RR, SPR RPE EO PE I eR 
分 析 ， 这 就 是 稳定 性 分 析 的 基本 方法 。 这 秋 太 法 可 应 用 于 分 析 章 
次 线性 边界 佐 分 格式 ， 也 可 应 用 于 多 层 弄 次 线性 养分 榨 式 的 
5r Tr. 

现在 考虑 问题 (3-5-4), (8-5-5), (3-6-6), REL See 
值 边界 条 件 ， 


ot — y+ A (oI — Uz) (3—5-1 4? 
w= 20,7—; (3-5-15) 
o =r 一 (3-5-16) 


By ATR aS ERAS) OT Te EIS] RR BT EI EE SITES E PEU SESE TEL 


TI? 


Qu. RA HEPES EP E e npn 


定理 一 ”着 分 近似 式 (3-5-4)~ (3-5-6) 与 边界 格式 (3-5- 

14) 或 《3-5-15) 或 (3-5-16) 不 稳定 ， 如 时 存在 以 下 形式 的 特 
征 {FFs 

出 二 (3-5-17) 


pen 


其 中 lz 人 人 21 !|éü*5- $ dde oo. 


=Ù 
HEAR h t ndn WEHREN t 4 Aio mtf n 
ec, 当 |2 j> 1 BA -ee AEREE o) 的 范 数 无 界 。 
Rop ae Py an, ATAATA NE X609 BE oP XL D nS E 
(ASS HE Eo 


五 、 预 解 式 方 程 和 特征 方程 ” 


考 虚 差分 近似 式 (3-5-4) 一 《3-5-6) H APRA 3-8-4 
(3-5-16) 之 一 结合 时 其 再 有 1z 1! 1 的 特征 AA. FAR (3-5-17) 
FLA PY aa ESP ah (3-5-40 得 到 预 解 式 方程 


《z — 1 bs = A203; Ér) (3-5-18) 
XK OM IPRS AE, A A 
pH kK, +O. (3-b-19) 
其 中 0,、0 WWA i. 2 为 下 列 特 征 方 程 
(C22— tye —4Az(«*— 13 (3-5-20) 


LIB. FP REAR eX, AE a TAE, 

EELZ  Abz(0 004. WH 3-520) 没有 |*!= 12, 
二 根 中 必 有 一 个 x gs) 1 dh ie 1. Se 
< 有 时 还 有 ;— 0. WQ—99. 

Gm YER dE dm lo. "Dopo e". 8 为 实 
dr. EAA (3-5-900 d$ 


zt— Q = äg e” -— e" ) = 2i Azsin g 


z=tjsinf RV 1 — A sinte 
CA SJ ASL., TEA Z .一 1， 这 与 定理 假定 1z| 伍 1 下 
H- Murg (35-20) Hfi e= 1 2 m, K (3-5-20) uf X 
5A 
ws 一 < 
Hp. — 1, A cR ox D fe |e |< 1, B- x. WS ge. 
1. 4276 (71> 1 范围 内 变化 时 ， 二 根 R,. x, 2) REAR 
于 1 或 大 于 1 之 性 质 ， 以 x; 代入 式 (3-5-20) 可 写 为 
dod 一 E Ky + K. 一 -二 -= 0 
h Feli, 3]be]—-e3pfqe—0. Bis HU ASKC3-5-20) 并 
配 为 
1 1 1 1 


—— NR m -= 十 — - 


一 
5 " AZ Zu, 


——r 


Hmm 1, |e [eohi are, eo, 

HE SN) PR RP TIE ARG od, Ay BOR || ||elee. BY BRE 
(3-5-19) 中 应 去 掉 owi 项 ， 寺 是 预 解 式 方程 (3-5-18) 的 普遍 
解 写 为 


=T] (3-5-21) 
肉 点 差分 格式 〈3-5-4) 的 特征 解 写 为 
UP = ZO KY (3-5-22) 


其 中 zeta, iei. Ede gr UL TRE X (375-10 — 
(s-5-16) 是 否 容 许 这 种 特征 解 ， 以 式 〈3-5-22) 代 A R (3-5- 
14) — (3-5-18) 有 
E z )0 = 0 (3-3-23) 

APSR AP, 02) 分 别 为 

ER(z)—-z—1-—4A((x,—1) 

ECsz)—(1—x«Y* 

EC z Y= z — (2*4 13e, Hzr? 


if4 


n ELuEHB, Mie i> 1、 工时 都 有 五 (> A 0, Nibo.=0, 
这 就 是 说 ， 当 内 点 格式 【3-5- 人 4 与 边界 格式 (3-5-14)1 一 (3-3-161) 
结合 I 条 没有 | 2 D 1 和 执 特 定 解 。 从 而 满足 长 杜 诺 夫 -: 雅 宾 克 的 稳 
定性 必要 条 和 人 特 ， 但 这 样 的 差分 近似 是 否 真 正 稳定 呢 ? 管 案 是 不 一 
Eo WRZL (3-5-4) (356) 及 (3-5-15) AR. dy 
=A dx=, BORA 


| 1 当 7 了 二 1 
p* = 


0 47 >1 
oie j=l, 2, 8-- 
ZHAI 
p i en 
v, t == "m4 
(—1F7(n—75 jn 


XX Hb: —eni, Stir on A aos, FAA 
on a- i 
leCtolt- | tw Ci Paxaax Y) Cn — 7 t= 0 (n) 
j=o0 j=} 
ARRA (3—5-42--(3-5-6) 及 (3-5-15) 并 不 稳定 。 
这 里 差分 解 在 x 近 上 区 域内 沿 王 太 向 不 断 增 长 而 且 振 薄 ， 其 分 布 
te ve, 20 PS 3—6 Bp aK. 


Bl3-6 2243 #4) TE 


ifs 


WM 二 层 显 式 差分 近 伺 的 稳定 性 5 


一 、 问 题 的 提 法 
考虑 一 阶 线性 常 系数 双 曲 型 方程 组 的 适 定 阿 题 
DU AU. X220, i20 (3-6-1) 


at öx 
Ux, 0)—jf(x) x20 (3-6-2) 
U o, t)—SgH0, 1) i >0 (3-8-3) 
Herp Ce, gd )—OnC(xX, 0. aCe, POM 7 A 
为 出 阶 常数 矩阵 并 有 以 下 和 候 定 。 
RE 1 3B ASE HAAR 


ct 


"ELS 
A= ， Als 2. 


I - 
0 A J a, 


其 中 aa, Se) 0 ay, Sap. eG, FA MA Hh [abb 
SU RAB. HH 

ui= (a), tos ws uz) 

D E= Chies Hine. cu. Mm)” 
EEY x= 0, RAMA hb OTR ARH ui. xx 
(3-6-3) 为 边界 条 件 ， 其 中 访 为 1 xCm— 1b we ee, A 
(3-6-3) 实际 为 了 个 方程 。 

对 起 《3-6-1) 一 (3-6-3) SRA X 4R Jr Hk WS Exo, 
£I O0 Kiyo eae. NRA 0. Se KD 
sx 0. AA = 4th 4x—const. 引入 记 Sx, vli 
Vix. D) #224, E BAZIE 


II 


^ 
VOTHTAID= à AVC) ov 1.2. (8-8-4) 


d 
Va io) 2j C inl ,f i) 


i} =] 
#=0, —1, —8, , —r-1 (3-6-6) 

Rp Arn Ca B mir EREE, d ANE MM, XTP., r 
有 以 下 假定 。 

GEZ b. rAMA r>, rio, BER f. A 
dE at Fe. 

op ID ASR EE (8-6-5) 有 mr 个 方程 ,其 中 了 个 为 式 43-6-31 
的 i SSE. Bab rr 一 了 个 为 补充 的 数值 边界 条 忻 。 差 分 格 
式 《3-65- 和 应 与 微分 方程 《3-6-T) AA H A; xij JE, 


p A; —I (3-8-7) 


$3 JAIA (3-6-8) 


I 是 单位 撼 阵 。 当 考虑 纯 初 值 问 题 时 ， 差 分 格式 (3-6-4) E 
AE X 


六 
G(0)- P» A,e^ (8-6-9) 
purr 
FRA RA LAT BE. 
Ges 存在 一 个 带 数 AOR—PEMRs, >o., HOR 
l8ixeHl, GOé@) 之 特征 值 上 0) 满足 
iu (8 Jis; 1— à|8 |" (3-6-10) 
BPR E (3-6-4) 为 2s, Bree BU Iko 
假定 4 AHR. MAME GOO) 之 模 不 大 于 1， 
Bn 


了 了 7 
wr O1 (8—-6- 11; 
这 就 是 遂 ， 差 分 格式 【3-6-4) RRR Bae. Lips Ak omi 
讨 膏 玫 过 值 问 题 的 区 定性。 实际 上 ， 一 个 差分 彬 式 的 纯 初 值 问题 
fa Rb AL) a ES 5E BUS EE E dT. 


—. URRIEXGEXDSÉBGETEDESXÓU 


SH UMS AL TEREZA H, MR 函数 天 一 
(uuu, Wiren IT. Wg Uy, Ws UD, iE WR (3-6-6), 
thi HL 


$5 mw xe 
¥ = 1 
B A AAR- ye s VE 


oo 
( HW, U Jar = S ut? f* 


r= ] 
Hhuli5.—CmHu.,. uoa 
sx FE eA Ph a (Hilber Sil. RMP 方式 定 
义 稳 定性 如 下 。 
定 Bap aR Th (8-5-4) ARERR WR EP A 
KREK, 4t 
IE e C lleas ll v COD (3-6-12) 
对 所 有 上 一 ?fi MARDET O00 WAA, XX Hiv(0097. 
AEE C8-6-1) 可 以 写 为 下 室 间 中 的 算 子 形式 
wv(1--zf)eQo(:1), Ct), vi utei 
(3-6-13) 
定理 一 BUSY To EXXRRIRERT OSSA 
1 的 特征 入。 
证 骨 如 乌有 一 个 特征 值 2s，!z6l 汪 1 ， 妈 在 如 中 有 非 零 之 8 
使 得 
Qg-z,g, 4H (3-6—14) 


Hid 


则 z,77 9 Am (3-6-13) f—- T fü. Hw ho, Wb t nz, 
z, ^ g-zg. SPER H G4 41 ON fra eco, X|zylL 
1 ， 所 以 解 随时 间 步 数 指数 增长 ， 因 而 式 (38-68-12) 不 成 江 。 
按照 正 态 模式 分 析 方 法 ， 对 方程 (3-6-13) dif 
VC £276, (8-6-15) 
d, b em ani HUI. Eh x= (3-615) (EA X. 03-26-42, 
(3-6-6) AMAA AE 


ty 


r 


Y Aem. VEL, 2, = (3-6-16) 
jer 
cf 
ou. = > C su, Hed, —1, —2, v, TFT] 
fel 
(3-6-17) 


s (3-6-16) EXTR EXE e ag£ETET ASHE Ae 
4E Jr; EXE 


P 
>) A, —z] = 0 (8-6-18) 
了 一 一 下 


dec 
指定 = fe mx (3-6-18) OR « BRAT SOBRE mix. xx 1l 
(Kriss) iE B] T. dX&lzlz1, z-18B8f, sk (3-6-18) 没有 
|«]1-— 1 24, CE m 个 特征 位 * 满足 lx!| 之 1， 又 让 mp 个 特 
HETE x. 满足 |xs|2> 1 。 常 差分 方程 (3-6-18) 的 mr T £X PETRI. für 
EH BL 1 Beer MRE, TAY; F = 1, 2, t, mr. 
xc Hei. 重 根 情 况 。 式 【3-6-16) 的 普遍 解 瑟 为 


dy = > pU UP. (3-6-19) 


其 中 pj Amie, o; ATESA. A (3-6—190 代入 过 XE 

Seep (3-6-17) BAG o, 之 线性 入 次 方程 组 ， 记 为 
Elz2z30=0, 9—(c, Os Guy | (8-6-20) 

Ep EC) 为 fr EXER. omr EE. LAP Re EE ROP 
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HT He ROM BS RHEA Ea 
der E! z ize n aia |>] (3-8-2713 


=. 5e SE GS EEE H EF 


(96846 WSK MS FERIA A PB 
里 程 碑 ， 其 主要 页 献 是 得 到 了 稳定 性 的 充分 条 件 ， 这 里 只 介绍 他 
AY FR te ae AR. 

定理 二 ALR BRET Re 1 ~ 4 eet, SREP 
yi A eT ear 

det£! 2) 0 “lz Lm] (3—6-752: 

Hpmt4RirfusX (3-6-4). (3-6—50. (3-6-6) 稳定 。 

TR (3-6-22) WA, CEPA CORA 2 六 了 的 特 评 俏 - E 
Sic te ee (3-6-21) 的 差别 是 增加 了 


derki 2 25e 0 34b zii (3-6-23: 
BJ BR dii] 
四 . BY 用 fi 
ay BS ae fe In] et 
ou ou 
-a = 5 Ax G0. $70. xz (86-24) 
“ex, Q)-e f(x), XE (38-60-25) 


ARR SCR CL 


1 
2 
(3-6-26) 
这 里 7 —ai/zx, FBRO coi, BHR 
Uj— U(x, t= vu Gda, nit) 
为 广 蓉 分 计算 ， 在 X= 人 0 必须 补充 数值 边民 条 件 。 考 虑 5 种 给 


(1) 04-—U4 (3-6—27 j 
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(2) Ug 207 — t5 (3-6-28) 
(3) oF sagt r (UT— vt) (3-86-99: 
CAD oS CL 1d ro) il1—r) 

=p 1— ficu itr} (3-6-30) 
(5) uy 7; (3-6-31) 


Worl, PPR BARR eel ~ 4 A 3X 
(3-6-26) 的 预 解 式 方 称 为 


2b; =O + Ss Cb — Oa TG 2 Pi tpa) (3-6-32) 


TH Py. Ha RTE 77 EA 


r a 
了 此 一 KH toe UC— ft -F r 


5 (*—]3» (83-68-3332 


ig 21291. e 1 范围 内 式 03-81-33) dp —fR«,. e,Hl|e,I 1、 
wil, XKR,—-(r-—1)9)/(rM1» BB z lei. 21 
时 有 Il< L rA trh z= 1 时 特征 方程 之 二 根 为 
&,—Cr —1)95/(f - 120. t= 1. Ab Ss I6 ASE 
rofiltrijclil, 
DEFIE; = 20.3 代入 各 边界 条 件 有 
E z jo = Ù (3-6-34) 


下 (2 分别 为 

(1) Ez j=e,— 1 

(2) FR(z3)—í&k —1 Y 

(3) E(z)—z—l1—r(gc.—1) 

(4) Flt2)= 20 Ltr jtenr, 1-7) 

—{1-— PF j-web er) 

(5) E zZ je 2z-—K 
BAB Pele, WEHE M z Slit A 5 MECC 20s 05 
mom. RAW LIV REE GE 5 MU RRA LIE ARE, 


vat 
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PAR ”气动 方程 的 差分 逼近 


第 一 节 ”模型 方程 的 差分 避 近 


流体 力学 中 的 基本 方程 都 旦 很 复杂 的 非 线 性 依 微 分 方程 组 。 
在 讨论 计算 方法 和 提出 新 的 甘 分 格式 时 通常 通过 一 些 模 型 方程 来 
进行 分 析 。 在 本 节 中 将 通过 模型 方程 介绍 一 些 相 应 的 差分 台 近 方 
ik. 这些 模型 方程 包括 音波 方程 、 扩 散 方 程 、 伯 格 斯 (Burgers? 
方程 、 拉 但 拉 斯 方程 等 。 这 些 方程 都 比较 人 简单， 在 很 多 情况 下 可 
以 求 出 精确 解 ， 因 而 可 很 容易 曲 考 查 档 式 的 首 近 精度 。 此 外 . 这 
些 模 型 方程 在 一 定 程 度 上 上 反 占 了 气动 方程 的 部 分 特性 :例如 ， 单 
波 方 程 部 分 地 反 且 了 气动 方程 中 波 的 传播 特性 ， 扩 艇 方程 可 用 以 
REHE DE. MIRRI EMEN- S 方程 著 分 逼近 的 一 
个 笋 好 的 模型 方程 。 

在 本 节 中 将 主要 介绍 下 近 模 型 方程 的 几 个 经 典 方 法 及 一 些 格 
式 的 特点 ， 关 于 这 这 于 气动 方程 的 ~- 些 方法 将 在 后 几 节 中 讨 论 。 
HS Ace SE (Toryo) 六 法 有 其 独特 的 特点 ， 因 而 将 在 单独 
一 节 中 讨论 。 了 近 十 年 来 激流 捕捉 拉 术 有 了 了 租 太 进展 ， 关 于 提高 数 
值 解 分 稚 率 的 一些 方法 将 在 第 和 五， 六 章 中 讨论 。 有 关 善 分 方程 的 
SR f S TRE e S EJ ACE TE SP. HC AE P WS. 


—. BRAS b= s iB iz 


UD mu A 
Ciete TE o, e= RRO (4-1-1) 


353 WRAL Pa aah, Bets WE 
uix, OH FLX (—exx--TL9e9) (4-1-2) 


i23 


Bi TE fe BR FRE OA 
a(x, f)—FÜx-—cth {4-1-8 | 
AMET DUG Aerie. BL GN ee 
du? aumima 


Ört; =H OF = y Cdr + åa) (4-1-4) 
dik; =H; — t’ i= dl: = did 
b 1 - ~ 
Â u; = a C36, Gur-1) 


i . + 
lu; = 5 (3óiu; Bias!) 


ÖH: = 1 o Hy (4-1-5) 
十 一 oi 


最 后 一 式 通 党 称 为 紧 仇 差分 通 近 ， 其 展开 的 具 伍 表达 却 为 
= Ök. + 一 一 Ori 十 一 L—ótu;., = ótu, 


MO a: 的 分 布 ， 为 求 得 Ola; 是 需要 进行 三 对 前 上 电 阵 求 北齐 . X 
于 紧 致 笼 分 过 近 以 后 还 将 专门 进行 讨论 。 

当 了 到 定 一 个 差分 格式 后 ， 在 相应 点 上 进行 泰勒 级 数 展开 后 并 
而 帘 断 误差 部 分 进行 重新 整理 可 得 如 下 之 懂 正 方程 ; 

ES C 2 y C ? 4 o (4—1-6) 


ES gx?” 
n= 1 


HC, 是 价 次 导数 项 的 系数 ， Co 是 奇 次 导数 项 之 系数 。 在 
进行 烤 萌 求解 时 人 们 以 关 分 方程 的 解散 为 微分 方程 的 近 人 局 和解 。 差 
分 方程 的 解 实 际 上 是 对 应 的 修正 方程 的 淮 硝 解 。 在 前 一 章 曾 提 
xt. 方程 【4-1-6) 之 右 端 即 为 截断 误差 。 在 以 后 的 讨论 中 有 HI 
BT. E 3242 EAR IRS. TRAA ERS Warming MH yett P dy 
dati, 3E2 77 FEAR TE RM 必要 条 件 证 

(= i) Cau (4-1-7) 


Iz24 


KEC: 是 最 低 非 零 偶 次 导数 的 系数 。 在 第 六 章 将 会 看 TU. mi 
Pe hi Se oh PEA FRA RSS B SP) M ER RE EK a 
Wis 对 改善 数值 解 的 行为 是 很 重要 的 。 

TEx A 7S - ig ER (Von Neumann) 方法 进行 稳 直 性 分 HT 
Ay PRE XU. BA APRA Fu WAR. A, A 
— FAT MZ TEE TR. ET OE AY AA TER H ui fh a 8 
AE OD VER OR A, OI SBR RRC YS oo RC AEE] o 

MNS BR BAY RESO, XX BO B— A a 
(2 BB 4 AMRAN ETE AD E RE 25 ee 

(一 ) 拉克 斯 (Lax) 格式 


四 Fl 
net Xa T Hui 


H; -— or (4-1-8) 


à 
T.B.= $42 (-l. y) at £X (a va H 


2 
(4-1-9) 
G=cos( B ) —ivain(c B) (4-1-16) 
式 中 
— gp A 
一 


HREJE (Courant 数 ， 和 并 以 CEFL #4 a 4 (Courant, 
FriedrichsfllLewy ZAA FEF) BRR A — Spr fS E, 
稳定 条 件 是 ， 
Er 
ad 
HRD AR, HE PRD RRA. 
(Z2) HARMAA 
uj a — PS] (4-1-13) 


c ME ] (4—]-11) 


TB... (1— P Ja. 


F 


SLAK e 也 pä g " + 1 Deas + «+ (4-1-13) 
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G= 1 + v Ccos( P) — 1 1—$Vsin( P) (4-i-14) 
x (4-112) AETR 6 SOM tol. xI-- ARI X 


1? Lou; 
j Osti (4-1-15) 


MAS ECKL 1, 
可 将 放 太 因子 局 写成 如 下 形式 ; 
G =|G le" 


2l 


Hj = uy —Voiu; + 


则 

IGI= {C1 — pt reos BTC y sin( 852558! 
“Im(G) | — tan! | — ?sin(g] =z) 
. ReCG) 1— v- vcost B) 
弄 来 看 一 下 对 诬 波 动 方程 的 准确 基本 解 、 准 确 基 率 解 的 刻 天 四 了 于 
权 其 杠 位 第 ， 与 盖 分 方程 网 对 应 晤 进行 比较 。 对 族 于 方程 4 和 二 1 
B di ERE A 


P = tan 


Lee he FE} 


H =E 
HE BA AY A 
. 20 ul itai) _ gem ee Hu "m, 
Pa Togo 7? 
a= — Rm ft = — D 


FF ii Ea A A TAA t, HEE Ta 1 rA ER 
4y Jr 3 69 RE ELSE A 
.9 — tan {C vsin( B )3/C 1 — P+ Y cost 


— —— o L———— 


Ty Bp 
E 4-1 和 图 4-2 中 分 别 给 出 了 两 点 迎风 格式 旅 大 因 于 的 模 及 相 
对 相位 差 随 六 前 的 变化 情况 。 从 图 4-2 中 可 以 看 到， 当 Y? = 二 0.5 
"fepe E C8 97) RAA Ae RI SORE AA. MA Ej 4—2 
al EAA 当 0.5< 7 «Ll WS ta OS EB BUT DE EC 107 
当 0 veo.smUmXpRmddbrx CP/M. 1). 

————— —— P 
Wee HE) HAREJ FER OI a RO, «RP al] PE ole UE N-S OF 


)3i 


i120 


IG | 


E-i WR Aj S dc AA TTR ER] XE fh 


fur ual 


9 .00 0.50 
Of d. 


图 4-2 WRA AL ZO AXI HL fit SS ERA IL 


Fe SS PUY. H T2: HEEL SIN S TE S ME s FL SCS PEEL E BV, 
Rl i ESR RR ARP Re ee RA. TERA ABR, ABS 看 SI. 
Ce fh EE ng 2 ES SR — T EE mI 3. 

f=) 上 LW 格式 (Lax-Wandrofff& 5X? 


ur =y! potuit > RED (4-1-18) 
T.E. = -一 Č sAr ( 1 — v*uii 
_ © (AK) 


8 ¥ ¢ 1 — Perse tO 


G= 1 —V^(1 —cos B) —ivsin 8 (4-1-17) 


127? 


$ _ tan "{— vsin( 8)/L1 —vY*C1 —cos( B))2). 
d. — Bv 
该 络 式 的 稳定 条 作 仍 为 CFL 1 。 不 难 验证 ， 下 面 之 两 RLW 


格式 与 单 步 格式 【4-1-16) 是 等 价 的 。 


ee 1 5. Qa AEN 
u 2 SGT Gad) ~~ OF UF) 
j+— 
7 
i 
"EM m + 2 nm + z 
Hi =u F| ou Jin: 1 C4-1-18} 


在 图 4-3 和 图 4-4 PAET L- -WRTA k ATE mH A 
差 变 化 情况 。 从 图 中 可 看 到 ， 当 0.5< Y IRR eR hE KE 


AA fz SG EP BE ZO 
p=. 75 
0.50 * 
5.25 NN 
1.06 
1.00 6.00 1.90 
|G! 
图 4-3  L- Wii ini BT Ela-4 工 一 下 格式 相对 
a ny mdp XH Du ERN XE TE 


L -Wii3X JE fa dic ag H— EDGBXXDREBEDS REAL. TERUPIL-W 
EA HS nm c* Burn. EA Pe HH SE dam op EREÉB Ag d cx 
dE ains FRE AR See ARTE HB PA LW $oxX ES 79 

(M) #84 B% (MacCormack) $E 

u =u, — vol 


nl 


ult z-—— (uid) =- 7À,u"*t! (i= i 


l 
2 
对 辣 波 方程 这 一 格式 与 L-W 格 式 等 价 ， 这 点 只 要 将 过 浪 层 ww 请 
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FARIA smuE. pjmgcblEdAcGhau— UJ EL-WIE X 相同 ， 
这 里 不 再 重复 。 应 当 指 出 ， 这 一 格式 比 工 -到 格式 更 为 简单 , 因为 
KEPA AFALE RHE. 
(五 ) 欧 拉 隐 式 时间 后 差 格式 
da 0 ‘4-1-20) 
T. E =A -SS ex [— EOT ES bis 3 eži qm | li. Pott 


i 


G =T PnC t4=1-21) 
OP tarta Ysin( pDl 
Pe — fv 


该 格式 是 无 条 件 稳 证 的 ， 即 对 任意 步 长 比 部 皇 稳 定 的 。 在 图 4-5 
FU 4-6 中 结 出 了 这 一 格式 放 太 因子 的 模 和 相对 相位 差 的 变化 情 
i. 从 图 中 可 已 看 上 出， 这 一 -格式 对 高 里 项 有 着 大 的 述 坪 相 位 e 
出 于 该 格式 对 于 间 步 长 没有 限 沿 、 轩 而 常用 来 求解 定常 问题 。 在 
利用 此 裕 式 时 在 每 个 时 间 层 工 需 求解 一 联 立 代 数 方 程 组 有关 求 
解 方法 将 在 第 七 章 介 绍 。 


y= 0.25 


T : 

1.06 0.00 1.00 1.04 ü. g0 1.946 

| " $/ be 

图 4-5 — BE dw sp [RI f; SE tt UE Fa-6  EKde IBI 228 aX 

AA Big 祖 对 和 相 世 差 的 变化 
(A0 BPD RR SERA) 
a 一 of jo" — _ Stuy ( 4—1—232) 
i 2 x 9 t 
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; sini A) 
pE -一 一 一 (4-1-3353: 
L+- » sin B) 


1-2 


G= 


ER 4-7, 4-8 hih TARAS RAR T REA H] 相 D 
ZFA RRE EARE, BET. E pH AEA C E S 
A 台 I 一 1， 在 实际 计算 中 通常 需 加 人 工 粘性 项 以 平滑 数值 E 中 
激流 附近 的 非 物 理 振 菏 。 有 关 这 一 问题 以 后 还 将 讨论 。 


BR fp y= 0.5 
1.9 
1.00 0.00 1.00 1.00 D 00 1.00 
IGI Pipe 
EiT WEAR AR + 图 4-8 EEA ST 
Te (ey nte du fit #2 3B ft 
(t) BSBA 
ut 一 3 - Szat - -6 (4-1-24) 
T.E.—QOQA4P. Ax*) 
1 + Cleo Bi if sin€ 8) 


G= - — 
1 T eost 有 329 i- 5 sint P) 


Tf UKREA REGE EROS OB RA EAR 
实 为 显 式 ， 可 技 了 之 增长 方向 将 解 显 式 地 求解 出 来 。 在 文献 -2 ] 
中 曾 对 这 一 方法 进行 了 讨论 。 可 构造 与 式 (4-1-24) 类 似 的 格式 


na ET Y =,,H Tam " 
ti ty " bya} — —— sia (4—1—25) 
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对 式 (4-1-24) Ho -一 一 3， 对 式 (人 1-25) 当 e Tn 


x 
ID HRSG ER at, apa RE. oe BL 后 介 
绍 的 系数 分 裂 法 来 解决 。 
这 也 是 一 个 色散 型 的 格式 ， 数 值 解 在 激 波 附近 同样 出 现 非 秒 
HERRAR. 


=. ge i3 HRE 
设 有 热传导 方程 


ou 979 
at ax? 


这 是 一 抛物 型 方程 ， 可 用 以 参照 构造 逼近 于 附 面 层 方程 的 差分 格 
式 。 这 里 只 介绍 丙种 差分 得 近 方 法 。 


(4-1-25) 


(—) EZEZ 
ap = att diay (4-1~27) 
_[ oA at Ax)? 7 
r.E-| 4 + 7 —7 Meese t t 
G — 1 -F2rCcos( B )— 1) (4-1-28) 
i 
稳定 条 件 r =o- 


xx — bx d RARE. FAT Rare PEAS FREI SESGR IM A, eS 
3: Ba A. RR Oe ARE x BD EE XC TRCADHEPXE. Ara A i 
步 长 太太 增加 了 求解 定常 问题 的 计算 工作 量 ， 因 而 实践 中 多 采用 


隆 式 格式 。 
(二 ) EREA 
uT = r Cpu 1 — 825851 (4—1-29) 
1 C [xt 
r.E.-[(» EE! } ht Ts het 


—,1-2rí(80 — 1)C1 —eos( f) E 
G= 14 2r8C1 —cost fy (471-30) 


-l <6@<1 无 条 人 御 稳 定 
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1 . 1 
= -一 : = < 了 = ET — 
0 8«—L- RIPE OST <a 


4 p 一 -3- Nf BION SE Re E RIAR 森 (OCrank-Nicolson? #7. 
RAES Re Ep 9 BR H AS E E E138) TE 5. n 


Ü =- — T.E.—-OUAÜ. x) 
201 X — 2 o qd 
日 一 > 12525 T.REBS—OLU4P. 4x 


Ka iA OR RRR RS. o FB es oR BREE HEAT R 
fif 


=. (BRAN So iit 


所 讨论 的 模型 方程 为 
M of  — du 
à); ax oU axi (4-1-31) 


其 中 了 = Fi 这 是 N-5S 方 三 的 一 个 较 好 的 模型 ， 空 间 — Br 
导数 项 可 用 以 模 撞 N-$ 方 程 中 的 无 炸 项 ;二 阶 导数 项 可 用 以 种 执 
N- S 方程 中 的 粘性 项 。 对 特殊 选 定 的 初始 和 这 办 条 竺 及 特别 HE 
定 的 函数 了 可 得 到 微分 方程 的 准确 解 ， 这 对 考查 方法 的 精度 是 很 
ASME REA. PST 

f= 5 u(O0. f=u, uL, £)=0 (4-1-32) 


Ej EE SS 1 S8 f TEL m E 2 
1 —exp [er T 一 1 )] 
J 


(4-1-33) 


Ho =u 4 —- ——-—- . L 
1 +exp [Rez( 7 —1) 
其 中 


1 —5 
Re.—— + = —exp( —4Rez) 
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轩 对 模型 方程 (4- -31) 比较 早期 有 布 拉 依 洛 X dm C NI Bpan- 
romsckag) 格式 于 和 阿 伦 -各 (Allen-Cheng) ERU, fq ABI 
者 的 栈 进 ， 克 服 了 粘性 项 对 称 定 性 的 眼 制 ， 伍 上 共 可 用 来 求解 定 币 
问题 。 R FIXE ERR TIRAS ERE UR, RE HATE. 更 只 介绍 显 陈 
上 者 科 马克 格式 。 通 近 于 方程 【41-31) 的 具有 二 阶 精度 的 者 科 
HW WA AA 
imu — E fa nte 
G5 -Ea P) iE gm C — ròin m] (4—1-34) 
T. E. = OCA, 4x7) 
IZ AP ^R CTannehill) EXERC 6 IPAH- tE E 28 
验 公 式 


nl 


i; 


tS we 


T {4-1-35} 


这 里 了 一 了 

i PR tr I L- Wak, ACA Mi L- Wee A 
RRRA AB, RRS EA TT SPR ME. FART, 3 
科 马 克 梅 式 比 较 简 单 ， 和 查 为 了 消除 稳定 性 对 了 时间 步 长 的 限制 ， 求 
解 和 NN- 5 方程 时 主要 采用 隐 式 法 。 


四 、 近 普 拉 斯 方程 的 差分 通过 
模型 方程 为 


-和 十 二 = i) (4-1-36) 


xX Hl FL fr HH PA Pg E TK 
一》 五 点 公式 


ee + y -一 (4~1~87) 


T.E. = 0OCAx*, Av) 


Asir: — ty tay 2 Hrs; te iaj at 
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(— Age 


i 1—8 1—9 
xt [ 9 pt + 8329;,; 4- 9 Sui | 
] ] — 8 ] 一 
*—4 > Over OOM, | 2. Sž |= 0 


(4-1-3853 
T.E. = 0OlAx, Av), OS IS 1 
对 梢 圆 型 方程 的 次 分 逼近 最 后 将 得 到 一 代数 方程 组 ， 有 关 其 求解 
方法 将 在 第 七 章 中 讨论 。 


A. RRS RE 


单 波 方程 的 精确 解 式 (4-1~3) AEB By iau] o) y th pU BR 
速度 传播 。 单 波 方程 的 各 种 显 式 格式 的 稳定 性 都 对 CFEL 数 有 一 定 
限制 ,这 与 物理 上 信息 是 以 有 限 速 度 传 播 是 一 致 的 。 这 表明 在 上 一 
o 有 时刻 之 扰动 在 t 时 刻 的 影响 域 是 有 限 的 ， 反 之 1 时 刻 菜 点 在 
t = O 时 的 依赖 域 出 是 有 限 的 . 

从 单 波 方程 的 一 些 通 近 式 中 可 以 看 出 ， 当 CEL 数 取 特 定 值 时 
将 会 得 到 特 则 简单 的 表达 式 。 例 如 对 拉克 斯 格式 ,两 点 迎风 梢 式 、 
L-WH Rae ats, 24 HX 


< 
el gx T] 

时 有 关系 

wus, (06290. MMSE) 

witout, 《0 之 0， 对 迎风 格式 ) 
对 错 点 格式 

i-a,  —o0- 7 2. e<o 

uji =t eL 2. elg 


不 难看 出 ， 在 这 种 特殊 情况 下 ， 差 分 解 即 为 微分 方程 的 准 UB ER. 
如 采 单 波 方 程 的 差分 逼近 式 当 取 特 定 步 长 此 时 行 关 了 系 式 
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a= a hk SR (4-1-39) 
fkix-—HEGXOBGNCEGAGe OU. TEA RE oo E UE. 
Bj mp np BE YE BE Ss EOE AS PES ST. IE AE) EC 
Jb. 无 县 对 这 类 糙 式 ， 如 果 步 长 六 的 选择 使 平移 条 和 件 尽 可 能 的 满 
EREN GEH]. FEDS RE RS He Bl) oe —In pm. 

WEIR FRI i Bm Pe espe RSH Rail ek 
A. 众所周知 ， MES ARMA A-ha. Wu WT 
wr BN #2205 SE “PS EL. ix EEA 35 n] Sc EE TH OR. 
Pal itty HE ak BEE pa) SER foc Bk A EE PS a. MP AA Be 
PE BER tes fx", x* E RII eft Ey SS lee He e CD REG B 
EEEX. REBELS eee re eA era. SH A 
X. of PEt = ON MRAP H ARSE. Aig katte 
zudem. 


a EDA Fe Re ERI CE Jacobian) 
JUR PERI or R 


As 3 Bp REXSERS Xen In] R8 E 2L E ERR FE EHI CEA PESE WC DRE 
i RW, BAA IRM A, HR A DF 
TEA A sy SS SARA. Duy PR Se ea, KEET 
Jig Fe TE a SEE] BT m, RR A DS) BS. ARAR aS 
AS ORE AS A. BPULDSIOE POR, oe BER 
x FEL Vr SEU SEO ICE Iu Wc T ELT SB 5) BERE 77 

Y dE TE AL) EE Ze PR TE LS SCREEN -S 方程 或 简化 N-S 
HF. EA p RER A AREN N- S Hame N- SY 
AB. N- SFE HP a, A i RERS Ai 项 
War 35 — 77 BOE BR ER R ED A are ED ED SP 
i) 25 538 X. A SR BR OK EO 2 OR Ft 2E Sp, A Pp 
Ae TE OL EE REE PG BS ER Bt e UAL 
AG RB AY 2 BE RE I RETEN- SAEPE 238 r7; 法 的 
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选择 ， 在 本 章 及 以 后 的 两 章 中 将 着 里 讨论 N-S 方 程 中 对 dum 
9: 个 通 近 方法 。 这 里 所 讨论 的 方法 也 可 用 于 对 无 精 流 动 的 数值 模 
qi. 

—. “HAMAR 
Xj 5&4 ^x, P 85 RHE N-S AELE ita Sein P oin] 
BEK 


3b t VIS (4-2-1) 
这 里 
p | Pu 
us Du | " f i Puž + p | 
L E "utE-- DP) 
FS, 
| VIS, | 
VIS, 
NEM 
P= one PF 
(4-2-2) 
E - ef C, T5, -) 
VIS,—9 
4 1 à gu 
VIS, 一 一 3 - Re ax Hu ax (4-2-3) 
—. 3. 1 9 ou 
FiS,- 3 Rs ax H x 
+ C, 6 , oT 
PRe ax ax 
式 中 
? 
Cp VME Cem Pr Ure 
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FPE, 2. TMP SU ARE, SEHE. BRMEH. EE 
Sp RGB ROW. a, TAP Rh, RW. 
Ade iS Ey Re Bg P, XE BOR (Prandtl) Xa H% 
Hu TEX ER. GHA 4 SCR BE PE 25 XR (Sutherland?) 公 
陈 

=e aS thd) (4-2-5) 


pT 2A) d RESET = 110. 4K 
对 -5 方程 网 其 分 逼近 世 括 对 方 积 中 之 无 精 部 分 的 半分 通 
UT Aa A Se i A PET AY eS op a PRT BR, BA 
后 还 将 讨论 -.N-S 方 程 通 近 方 浅 的 好 坏 很 天 程度 上 归 岂 于 对 无 粘 
项 的 差分 逼近 。 国 而 在 以 后 的 讨论 中 将 士 要 守 对 如 下 之 欧 拉 方 
程 
oU. 9j -- Ü (4-2-6) 


BURA PETA A pC 4-2-1), 


—. FEAT RR 


19525E EBA (Courant) 等 人 依据 流体 力学 方程 竺 征 走 问 HJ 
造 了 差分 逼近 式 …"。 后 来 在 1979 年 摩尔 特 (Moretti? A] Hi dE 
守 划 型 欧 拉 方程 构造 了 “六 格式 。 人 他们 的 主要 想法 是 ， 驱 dg CP 
FRERET fa 3h WS BEBE. ipio T X4 HABD; RESJ28 LH 
3X MAI Be ee Fs BS) a a, 1980 ÆA uA MNT (OChakravar- 
thy 2^7 8j AJB RR SHAR eB. di i15 ts 
xk Hz DA BE His e EE AS RPE Ap OR HR SR UR En TD) Ti S BE 

斯 蒂 格 尔 (Steger) ALR AB “提出 流通 向 量 分 发笑 。 这 是 一 
种 求解 宇 恒 型 双 曲 型 方程 组 的 方法 。 此 方法 将 方程 中 代表 MU. 
zi Hi FF BE E Ay Soh SE nd Ee) TE Te, RS eB A SE 
FER. BARROS Quim pu Ee y 8 3E HRS. 

根据 定义 ， 方 程 组 《4~2-6) Bid E f By TERT EB EF 为 


La? 


D f) 
Am 

fide) 

0 . 1 s 0 à 

| 28—7?Y. (3—v)u +r. 

| p—2,.. uc c  3-+¥ 2 ! 

2 y—1" L1] 十 2 H , Tu 
(4—2-7) 


Hp y Arh, coii n 8 E, 
ci =- ja (4-2-8) 


3i BY E FR Be a ef EJ] a a OT AT SESE Es 
A=S°AS (4-2-9) 


Bop IERES Jy HIR AZAR ETT id E ASEF A 为 由 58 
EEA ug ETE fei Br FA Jie A AI Tf A 


| Ay Ü | 
A= Ü Az Ü 
Ü Ü "m 
A= S. AS ue, h= ute (4-2-103 
TH (EL AE B8 5 Eee S 5 EL OEC, 3 
u* c* 
3 7 PSI ZEE 1 | 
a Y—] at ?一 v—1 | 
A = — —i Ż * - u 
if c 小 * l + c ues P 
Y—i w y-—1 y-—1 
| 一 "cc 9» 9 l vc Ps BEP. 
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| P—l 0L. 
BEA Za 
-1 — 1 wc C 
hy | 一 一 :一 H, — ag » 
Y—101 w 1 u* 
c 2° re | 2 t 00495 
1 | 
2c 
“ute | 
- 4—2-1 
26 | (4—-2-12) 
(1 a? cz | 
2c [ 2 tpg Teej | 


ASHES DE. EEES R BE — FA A ESE J) 
HJR iH ECT vB ea PP RB BPE. ERIE. 当 
ARS AT W E St 


p=pPpo( e) (4-9-J3) 
ju 8X [LE POS UE ee CED 
j(apg)—aj(U) (4-2-14) 


该 式 对 任意 参数 2 都 成 立 。 妇 果 对 了 式 (4-2-14) 2 iem S 
Rea heh, Hoeea1. mae 

Jr AU (4-2-15) 
HF RSA HB BE p StL OFRET BA RERE 式 
ARATE. WARM 《4-2-15) 之 两 侧 均 到 对 x 或 对 +t 的 导数 ， 
且 利 用 

j= AU. fi AU: 
出 可 得 
AU =S AU SO 

KEAN 太 , 为 第 际 ， 基 元素 是 由 对 矩阵 入 的 元 素 按 x 或 1 求学 
WH. KE ATIA SES RE, 


TD 
ax “ax? ax gx (AU, ax CAU) = A>, 


Sj Lad — Of 289 ey AM 


AA Fe sR ASS EAT th BA A qnie XE. AA Ma E 5m. 
对 单个 的 标量 方程 只 有 当 系 数 基 常数 的 情况 下 才 有 可 能 将 系数 所 
到 微分 号 的 和 外边 来 。 

ERS. HMR RK. MRK v 
方程 取 形 式 (4-2-13) 3X, PSA SE n] SE YE SAR aE 
B5 DE x8 eg Be Bg RS eR a. EE SS AS SO 
逼近 中 经 常用 到 。 


=. HESDIEGA E SESH 
UAE ER ZUR DE BH XE SCR CL Toe CEA PE S REOR ico E TE 
细 的 讨论 。 本 书 作 者 在 文献 15 中 采用 牙 可 比 系 数 和 宇和 隆 分 虱 技 术 
构造 了 紧 致 格式 。 在 这 里 将 给 出 儿 种 系数 所 阵 的 分 裂 六 法 。 
这 里 所 说 的 系数 生 阵 分 型 尾 指 将 雅 可 比 系数 垂 阵 分 民 威 两 个 
THER xBEEAMJE. Hg 
GA UAP OB AI. (4-2- i8] 
Ay 5 Ep A? BY DE Be eR PE HO IE EE A RAR 
AP —G0,A (4-9?—17; 


出 称 式 (4-2-16) WEB. RM (4-2-17 0 P so Ama A Ex. 
MARRA OEA SES EA PRM WE EERO, WI (4-3- 
160 为 非 色 性 分 型 或 称 结 冤 分 发。 囊 以 认 沟 过 去 人 人 们 利用 加 板 的 
DE HES RR AER AR. PRED RA IR E A 
HERAA AEE. SER AH AR AME A RoR E 
RAZR. MRE RRC ELAR RASA 形式 

A= Ait Ap Ate 0., AKO (4-2-18) 


ARASA AT a SP 


140 


| O0 0 A3 
X] FE fH eA BI ELS X HIE P RXBERA A 3) ZUG BI DE SISTI 量 


ft 

A*—S"A*S, j*—A*g (4—2-19) 
QR d AS AA” BS ak XC THER OR 

ACATHUAU. FSF 83 FÉ (4—2-20) 


A (4-2-18) 指出 将 特征 什 术 分 异 成 两 项 和 的 形式 ， 但 并 没 
ATARI aR. TAF IL Ae DS RI. 


(1) AU cA, AU7U-—(1-—024A (4-2-21) 
(2) ape Jem (4-2-22) 
. u tiu 
(3) qm EL 
Are7cF€-6., Aamu dc 
(4-2-33) 
Ars. Apu — € 
(4) A= A maxit, Ae (4-2-24) 
Ag AeA 
(52) ASA minio. Ag} (4-2-25) 
( 6 ) Au, ÀW 
A= 0, À$——0, At= 6 (4-2-26) 


Ar = Ar t Art Ay 
上 面 列 出 的 第 (1) Hee ARA HRA 
式 和 格式 时 利用 了 这 种 分 型 方法 ， 舍 9A Wen + 1 Hee. 
舍 ( 1 一 上 )A 项 联 在 时间 层 上 。 这 种 方法 非常 简单 ， 但 未 能 很 
fey yin FH SB EE A SuSE. 
SME (2) AP ERU f ee BE oP EE mW. 


=y MARGRA, M=- WR. EMD, 


c 


则 如 下 沈 系 式 成 立 ， 

=f, p= Ü ATL 1 

f=H0, j=} AT | 
Peas ok 六 或 六 并 不 完全 与 原 物 理 问 题 对 应 ， 只 是 侣 威 景 ;一 
7 二 六 与 原 物 理 问 题 是 一 致 的 。 认 为 在 4 0 Hd dig dA 
址 引入 了 奇异 性 。 在 这 类 点 上 将 有 导 散 间断 产生 ， 而 这 种 导数 问 
裔 [在 了 中 证 没有 的 。 


Eu. img EB 


xx HM i> ZR Pp a ap OT. RB e 尔 - 沃 
Ast A, pP EWP (Van Leer) 4+ dE. 
(=) HE R-AK A ARE 
构造 了 兵 恢 的 特征 值 分 型 量 后 证 构 和 相应 的 撼 阵 ACULE 分 
AUG WE a aR. Wa R-AK P = SUAS 给 出 
Y ”的 表达 式 
|2(v—1 DA, ta. TAs 
f. 2(y—] M,utza(iu-—codc-u ute) 
i Dv - - 1 
一 二 
a 2 | 
(4-2-27 
xc 
ru _(3 = r Gs t AUS 


2(¢7-1) 
HER (4-2-27) PRR STRATE A, WBA 
RE ay, MER je 二 诗 则 可 得 到 分 裂 后 的 流通 向 量 了 7。 对 
二 维和 三 维 情况 的 分 裂 流 通 向 量 的 砂 达 式 请 登 看 网 录 一 。 

Bü Bi te 28 D — 25 qf nr te AL BR AUTE. 4i 
THEE 2-32 BER AE ui SH 9 CHM SOR. 以 提高 数值 解 的 精度 ， 
Me Ee eB BS ce HE AS RRA, SAT — Hep AS EE D 
新 的 门 题 。 例 如 ， 利 用 第 【2) (3) Ai 6) er RAT E 


i42 


得 在 驻 点 # = 0 ARR: cg dm GE SET 
的 了 。 藉 如 利用 第 《2 0 种 分 型 由 于 i 4 t 5c1 的 出 现 使 得 在 声速 
夭 上 7 也 不 是 连续 可 微 拘 了。 这 种 不 连续 可 微 性 ， SE BERE 
Ed 3h ec (a BREED S Uns 
Yo T fe HB xE SERI PR PET GE dt X fe feed agp de. AT SEL ALAS 
H AEH ITI GE. FE a; IUE BUE A 
t A tCAPT Ey 
AR nC 
xx t iE nf d 7) Re (B RE | Bg JE S0 Eq P. 
呆 以 看 到 ，、 如 果 采 用 本 书 件 者 提出 的 第 4) 和 (5) 种 分 
型 方法 则 可 得 到 连续 可 微 的 分 烈 流 通 向 明了 *。 
(LL) 范 利 尔 流通 向 量 的 分 裂 方 法 
洲 范 利 尔 方法 "中 所 得 到 的 分 裂 后 的 流通 向 基 将 是 连续 可 微 
4j. dte Hou M= u/c, WIR RAB 7S 
HAH. = 下 一 用 


(4—-2-28) 


{4-2-29} 

HA —P7—0. PSF 

HIM jS 1 
| fF 
j = | FEK vV—12)Ju-2cj]/Yv 
Freee yo 1)u tee J/C2(y* — 15M 
(4-2-30) 
起 中 
M,+1 


ft x pel 一 2 4} 


i| 4-9, E 4-10 2618 T f? / Pe B Re BM LE (odi ze, MEE Hn 
本 以 看 出 ， 利 用 斯 带 格 尔 - 沃 明 分 恤 方 法 在 穿 过 六 :一 0 时 有 BBE 
问 靳 产生 ;而 利用 范 利 尔 方 法 所 得 到 的 六 是 连续 可 微 的 。 

RC Yee) 在 文献 [263 中 介绍 了 推广 了 的 斯 蒂 格 尔 - 沃 明 分 型 
法 和 范 利 和 尔 分 必 广 法。 在 推广 了 的 分 裂 法 中 考 虚 了 真实 气体 效应 。 
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LU Mx 


图 4-9 HE PS AR ER AR 4} Be CBE ELEG M AY AR dL 


ii! 


图 4-10 $E fü ^K Se et i M a P Ed 


A. SY LEUR ES BERI 


kikik. PHA x SCIANT ULIS IR] EE TRUE RU m PL A 
"un ax Ab 

C1) PRS BRA Bj S Hh 

(2) 8ST HAA E; 

(131 小 请 了 对 应 于 差分 方程 之 代数 方程 的 系数 定 阵 的 性 
质 。 

关于 第 一 点 可 构造 不 问 的 分 型 方法 利 | 不 阿 的 差分 化 形式 。 这 
ep es fey re Fy EEE ee A SA. i a F PB A e 
PEM TR (4-3-4). URSA E RR (a d RED] e ir A 


格式 等 都 利用 了 分 裂 技 术 。 
FRO AED PRS, Aa. Loa PR 
用 上 而 提 到 的 第 【3 ) PAAR PARRA RR ARS 
Ay ieee. X hn. MRSS Ca 种 分 裂 方 法 ， 则 可 减少 分 
Sie) Rep A Sea. Bun 
A =p. A'=HT 
ASAS ii ATSA XT 
PEU, Pej-XU 
在 以 后 的 章节 中 都 是 在 对 空间 导数 进行 差分 化 时 利用 了 系数 
姑 阵 的 分 弄 技 术 ， 世 可 在 1 方向 的 深 分 化 中 采用 这 种 技术 。 例如 
对 一 - 维 欧 拉 方 程 通 常 可 物 造 如 下 之 隐 式 方法 


tatl yp < ae "1 _. cet — E TEX" 
ty Ui — x BON AT x (1— 820020 AD) 


(4-2-31) 
BORIS} 是 绝对 稳定 的 ， 在 8 n S 时 在 时 间 方向 只 有 
一 阶 台 近 精度 。 在 对 这 一 方程 求解 时 需要 进行 三 对 角 据 矩阵 求 
Et. Mm AUR ZH BUS OR 
A UAI HE LA —0AEJ 


À lult e 
Pip 34] E AI E SR AT 
nel ol pTnm. Pri C orel o E ü-: 7497 _ 
[: T — Fr q ! x Ox LEAL! J AX Of Gaur i (4 2 22) 


该 格式 可 以 是 绝对 稳定 的 【如 有 = 10. FERS eae AY E 
As-BEr GRR RRR HON RRR, Amy DD 
A gBdib igi. PE POR E R M oe eT 

基于 上 面 提 到 的 第 三 项 痊 处 可 在 第 七 章 看 到 ， 因 为 利用 分 型 
技术 通常 可 使 隆 式 方法 对 应 的 征 阵 主 对 第 元 素 扣 优势， 这 畦 可 减 
Ap EA BL Ro 


第 二 和 一 维 欧 拉 方 种 部 分 显示 格式 伞 例 


在 第 - p Sh 2d AY ik SE XX REUS E FA SE Edu 程 ， 
xx HL DOG B Doer sx iiie in ER Bie 
一 、 不 利用 分 型 按 术 的 格式 


(=) L-W 格式 
PS AF E e EI, CE. ULÓ HP aA 


amu oua s ZH aon, 1 (< ) | :77 ] 
ui C i ay Otit 7 EP Gx | ET ~ LOH 
(4-3-1) 
x rH 
LA, 201 åf; =A, MEE Gf A, oi fj 
3 T 
A ] (U ] ) 
j + A J + 


HA SE A L- WEE CA A, A A OE n EER A 和 不 
需 进 行 搜 阵 运 算 。 上 -表格 式 和 一 般 高 险 精 度 的 差分 格式 !( 指 喜 于 
一 阶 和 逼近 精 订 ;部 三 一 个 共同 特点 ， 即 激流 搞 提 能 妃 差 ， 在 激流 
附近 的 数值 解 中 出 现 韭 物理 的 据 葛 。 此 订 从 式 C4—3-IorbzRU[DU 
堵 到 ， 对 求解 定常 问题 ， 即 6" 一 "时; 定常 差分 式 中 出 现 71/ 
Ax， 因 而 定常 解 将 依赖 于 步 长 比 。 

应 当 指 出 ， 信 们 利用 LL-W 档 式 计算 了 大 量 的 无 业 流 站 题 , SR 
而 很 少 有 人 有 时 这 种 方法 来 瘟 近 玉 - 5 方程 。 这 首先 因为 樟 式 为 显 
x. 因而 时 间 步 长 受到 了 很 大 限制 。 革 次 ， 兴 网 格 点 上 物理 量 的 
计算 给 生性 项 的 逼近 带 来 很 太 腾 烷 ， 对 名 维 问 题 这 一 困难 重光 
SE Hl. 

RB TT LA Wo ee aR RE ICABR. 在 第 五 章 将 会 在 到 ， 
LL-WW 格 式 是 构造 对 称 形 DVDs m Tea A. 


(=! ER BSH 


uu en to. ^ 
UT um pt p" Os fr (4-3-2 4 } 

ati 1 一 Hi Ttm4 1 i TREE) o 

D; = "7 (D^ tÜUTUO-— ^ dx a fj 1 (4-3-92 b) 


XX-— f$ 3t Eb LW GS S D TO, Tec oA, Hr A ex IL 
BEREI E nj BLUPIXORE— PR WRA C EDS BE Be 
A. VARS EZ ALS OR RR. PRE SAA KB 
气动 设计 中 提出 的 气动 问题 . 

Be RIS v R6 SX BS A Flo p ETE RUE BRI VC EL REIP P9 CR 
PUE, AMERITA HAA ATHER., AT REE aR c 
Wie Ree Cael. Wea. dou che gue Tib 长 Ik. 
IESER, FEE A A. BE, BERT RSE a, 发现 
Be HA PS AE A] EL Se 

ia EH BB AEREE N-S Dfe AT A c 
rok FRE PE A a, ee ee BS Aj Bh 
Ra hg SREP RAPRA SS AB BE BY FA Ue ik A PAS BG o oh HE. 
但 这 两 种 方法 都 不 十 分 成 功 。 


二 。 利 用 系数 分 型 技术 的 显 式 档 式 


这 里 将 只 介绍 沃 明 和 比 姆 发 展 的 迎风 格式 1。 这 是 对 两 步 专 

科 马 克 格 式 的 修正 格式 。 在 考 科 马克 格式 中 并 未 考虑 到 信息 的 传 

揪 特 性， 光明 各 比 姆 根据 信息 的 传播 方向 进行 了 修正 。 首 先 设 流 

通 向 量 了 的 雅 可 比 矩 阵 所 有 的 特征 值 组 为 正 ， 叫 收 正 后 的 洛 式 为 
, : aft 


A+] a — "iris EL NS 
U' LU i zx odi (4-3-3 à ) 
oat —n" TR 1 Aft - 2-8 
UT -——( h Gr OT 
一 一 p TER (4-3—3 58 ) 


xt HB Bp dpi RR WL, PRA OW. ix HODIE 


id 


PR 34 22 4) $8 25 YA oe Be A eS 4} a HE OR a d. 

“FED eRe A REA A a BY ee BA AF Bt 
精度 的 显 式 迎风 格式 。 此 时 在 式 (4-3-3) cB Hy 0; DA & f& ——. 
(Sn ECA? Ra. FE ARIA PAA 


Al tn of 
E t 


f . _ 
— T LOC cR ICJ (4-3-4 a ) 
1 fre" pel. zo 

+ COSY CET" SC E073 

1 


tok 


eit +2 n +r Re yn] n 

Tux COR) Cfi) AIC TT €4-3-4b } 

TR dacEsprmErpa pg. PAE Pe E e TP HL: 

EL 

ox 
ix-— io FR GX FLU Pp ERE. ER - Wa RYT 时 间 步 

KR mA Y —f8. AA TL OWN UR eH Be 

AE. SAE RUE ta HRA. SAR RN 


PEATE REE, 4H] orm 1 ,2 时 差分 方程 满足 平移 条 件 。 


EE (Jameson) 4A ZAR d WR BW Oe n i 
(Runge-Kutta)Jrik ial dp 779, SSR RAS 
相应 文献 。 


LAR: = 2 (4-8-5) 


SS PQs Rpt C X 


E Pe PAT BS aI PRA ENS hat. ee 
Fest Be pa IE ffe AA AB i) FAYE 5} R (n r A F8 
的 导数 项 。 在 i959 ER PIR KT — Pe ER. 
xx-- Ms ni BE TE He ECT Yu BETEIHTRPEE. FA DiR C 黎明 间断 解 ” 
问题 kr SRE” PLEDS SS E ETE R E A i BUDE ERE. 
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HARA — PEASE, Re. 下面 首先 
Sp #B-- PF 32 PR A PIA Se 4p OA ES, aar ATE 
HA EREHE X. 


一 、 保 单调 差分 格式 与 单调 差分 格式 


Ci Hie, Ro Aes CURE RS oe 
SEO (EHR GR eb ee eH S A Enh AHE 
(4-1-1) 初 信 问题 的 精确 解 (471-35. 中 可 以 看 出 , WSR o Sh eR Re 
FOxO dx MIGNE. Sup: — 0 WD Ba Cd. x ULdE By 
Hipp XE. TRL AY PRA, ATAA UD ROBO [B iis A B8 dE 383 e 
数 (BAR WR. 35878 2:2$ Jp REB fune PREPAY i 或 非 减 )。 


ta) ih} 


Eaa ee P E W B AE F 
Ca) — ARERR (b> CHASER. 


EX RAZI 


uy = gs th Bis in WII) (4-4-1) 
1 u^ 是 单调 函数 而 好 所 4 A eB, PR AO DR OUR 
TAB. 
$1 IR pl Jr. X RK 
Or sy peda (4-4-2) 
Sui. 
WR CBS RAB 822 HR 


BRE YEER RAT dE n + Se ORG 
RS seb iE] E p. Eb 2-08] 89355 A, MRAP UR SLE Br BUES CN. 


Hig 


TE ae SC A UE Se Sp ST AP AR Tey, BOR Sh (4-41-2198 
到 满足 。 

SOL FER OS a Se EL 

EB RHR 

al = Sat, (4-4-3) 

音调 差分 格式 的 亮 要 条 件 是 岂 有 aS 0. RETR ER EIEN 
是 线 性 差分 格式 。 对 线性 情况 单调 差分 格式 那 保 单 遇 差 分 格式 是 
— FYI, BIR Ug Ae age. REA PARR EB f. OR 
ir BA UA] 4 E SX AY BRIT de Be RE — Er PA 

G. T (G.lIennirg2 * Hf FA 43 ECOL ASHE SE 2E 
性 差分 格式 上 ， 他 给 出 了 式 (44-2) BULL. TE — EH UC ffc 
葡 分 格式 一 定 是 保单 明 的 , 众 保 单调 葡 分 格式 不 一 定 直 单调 格式 。 
SrA RAIRA C Bair HEORJ ROSE Ug ER LX. A Gg 
(Harten), i52 (Hyman) Mp (Lax) 7" uEBg T JER E 
PA 3: REG A BT DOE HLBE AL -— Er By. 


=. RHEPABRM 
单调 的 着 分 格式 Ce > OD 
4T —VYu;i;T1- yw (4—4—4) 


X AR MGM, KEER P oP <a, MH 
一 格式 加 以 推广 ， 考 虑 方程 组 


gu au 
cer t fae =? 
(4-4-5) 
ou Gu 
oí ^ ax 


Apat, 6>0. HJ EE (4-45) J&TRY RODA, 


on au 
LLL — a. = —4-— 5 
2i +A ax 一 0 Cd 2 


I80 


250 M 
TELE A=! 
Loo L 5.0 
可 将 短 阵 A 化 为 对 角形 式 
vab, 0 
SAS =A A= 
0, —Wab 
VE v as, uu 
b, a 2w Hh. w^ 
s-| hose ce 
~v 5, Wa 2vya. 2va 
其 中 
Ae =1V ab 
AS: A 的 特征 值 。 将 方程 (4-4-6) BARE 
cy ay 
E 二 人 = 0 (4-4-7 } 
v=Sc 


y =V bp sp av, V=- putty av 
式 (4-4-7) 中 每 一 个 方 穆 的 精确 解 都 将 保持 单调 性 , 分 别 对 它们 


构造 相应 于 式 (4—a-72 BRUN Ye x 
(F= P CF a 1 — YOK OF | 
(4—4—-8) 
(VT = y Ch ea HO l-—Yt MR 4297 


这 里 ?一 58 0 。 WERE, 的 具体 表达 式 代入 式 (4-4-8) 


如 得 
1 pa 
u t=? @ Ho x0 十 v ab Az 


dx S287 


(4-4-9) 
Vb atv abo ate 
EEH TST A Re 4-4-6) PU ep EER 


15] 
讨论 一 下 它 的 物理 含意 - 如 果 以 了 了 和 4# 分 别 表示 压力 和 人 速度 , v= 
一 一 ( P 为 密度 )， 由 一 维 拉 格 朗 日 (Lagrangiana) 坐 杯 系 下 的 广 
RTT ow 


"E 
(4—4—10) 
BARR (T ER- COKarman-Tsien? ii) 
b(u)e——L—(»-—9)t5 (4-4-11) 


则 可 得 到 方程 【4-4-6)， 从 而 可 得 对 应 的 单调 差分 格式 (4-4-97)。 
WRAPPER PAK, DA BST TR A s RP 
Xi4p Jp 


Hal, aot aft (P — P ) 

SEE OE p T 
(4-4-12) 

i 
a a 
其 中 
Pn ps Eze 8; 
Pel 2 /-2 2 

(4-4-13) 


BDE (4-4-12) FEA A SALA BN Ay ORE, HR 
1 一 时 在 j 二 -于 - 点 上 有 间断 存在 〔 参 看 图 4-12)。 在 >> 和 时 


运动 规律 由 声波 方程 (4-4-6) WER BESA F /十 ~ 一 点 


向 左右 双方 以 速度 Y ab op EH. HREM AEA HR H [8 
Wr. ETT AG IE UE. dip RE SL GEBEQE. set it— Pekar RS 
He” HI SE S&. FR) BB RR OFS) n REE GRE 


rj. lg LU 


Po, up, Uo 


j TE: jel X 
图 4-12? BEAR A] EE b f dB 
Cujdx+46CPldi= 0 CA—-4A—14 ; 
eee) ata, HU POUGKGEORÍTE JR, OE P RR 


Agi, Way YA (4-4-14) 得 到 关系 


} a 
(U pp a ce M h =(P; aco jo? 
5 G f 
(X, „TN WP Pi) ° 
此 式 即 为 关系 式 〈4- 全 13)。 
应 当 指出 ， 只 有 当 在 了 一 is) + 点 上 的 波 还 没有 传 


到 /十 -1 点 上 时 ， 按 衰变 问题 所 求 得 的 解 《4-4-13) ZR TE 
的 ， 因 而 要 求 
—.- "fi 
v ab x 7 1 

这 旦 稳定 条 件 ， 也 旺 为 保持 烙 式 的 单调 性 所 要 求 的 条 和 件 。 

从 工 面 的 讨论 中 可 上策， 如 果 按 式 (4-4-13) 3E XL PORRU. W 
ix TRE Y Bud BE oy BA (4-4-6) 8] CUR ER GER TOR 
W--^A Ru E BIXEAE RUE. iR — BR AL ey BLE —— HEMCEY 77 EEBU 


i53 


KALI eth, REx 轴 上 布 有 均匀 网 格 m C — 102b AE 
某 一 时 刻 生 各 物理 大 是 片 状 常 数 郴 数 ， 即 各 物理 三 gi(9=P 
n, TO EEEE p xx <x，，1 都 是 常数 。 在 各 半 网 


2 _ 
‘Ra LAT AE ARR FETE. FES A Ae i T-ASE 
(4—2-6) AY At 4 38 3. 

下 二 en Pu zz __ n 

U -U)i—-5-( f. == 1; i) 


EIERE EAR 2,05 RUE JV E OR PRU E 


AS [n] Be qp ok 3 09. 

PL HR SRT eee. 朵 而 给 出 了 
es te Sc. 实践 南明, 这 一 方法 在 接触 间断 附近 的 解 不 驶 好。 
Hs AMBRE, ARRAY RA Pr Y E 
HJ Ac tk dr DPA TK 


Shay F (Roe) 格式 与 U 特 性 


ASC RA RE (4-1-1) 为 例 进 行 证 论 - 田 在 文献 527] 中 给 
出 的 如 式 莽 分 格式 :一般 表达 涉 为 


HH a et (4-5-1) 
E 
E ， " E - ^ 
jk v = c T B ERI. 为 满 是 所 需要 的 精度 对 系 数 ?4 需 加 以 


限制 ， 如 


*r,— 1, Ekr, = -3 i +Y) 
(4-5-2) 


Skr, 00b d YO» 42”) 


其 中 第 一 个 等 式 为 相 容 条 作 。 对 每 -个 区 段 (4.7 十 1 0B St 


154 


SR— rODa—4uD, 然后 将 其 分 成 与 六 成 比例 的 分 量 (7 一 1 
XX f4-5-1) 中 的 第 六 个 分 量 表 示 了 十 下 点 上 的 增 虽 向 7 点 提供 的 
页 献 。 这 一 过 程 可 M Bl 4-13 中 看 出 。 式 (4-4-3) 与 (4-5-1) 
这 网 种 表示 方法 强调 的 如 点 不 同 。 式 (4-4-3) 表示 在 给 定 点 上 
n -十 1 时间 屋 上 的 量 蚌 坊 样 通过 # 时 间 浊 上 的 最 得 到 8, m x 
【4-S- 了 1) 除 此 之 处 还 表示 在 芷 时 间 层 上 给 定 区 了 亲 Ce ER X) n +i 
i] (al J er E jg) ai Wr dic PR. 


‘by 
fd4-13(ao5 — FIERA BUS RS BEl4-13t535  jàAIBR] Z8 
XE SH] XJ Es Pi] a EP UT KR 


ARG (4-5-1) PRAT, M RRT EZC P. J + 1 ME 
REISER pie. FAIR HSC Un A0 HE SUM s EXE. 
现 讨论 双 则 型 方程 组 情况 。 设 所 求解 的 问题 为 


E 8j 一 EL 
3l 十 x 0 (4-5-3) 


DCO, x ) —p.x) 
其 中 访 通 向 录 7 AWB Seek. RT eee CORE SO PR 
[8] i £F. ave dk Fee > OA pce] E fp of 8 PESE PCB SH] 
REO. TERE 12 qu] MS Zr dg fb, DAE R SO P8] H A R Bi OR de 
巡查 . 并 认为 在 | wo | mk EAS BL BF Fe AR fei ERE DC IRI ER 


2 
tok MR BMA, JncGEYUORELZRGEHE T BO BIEN xr 
kk TEU UE (CGlimm. BRR RBBB eS BH Uk 
y BR H 
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—. RERS [Gp Em m U 特性 


Abe UB ER LIRA LTERCBPESEEX, HEIC 
TE Hh j AT SE 25 AE, RT PER IT BEEN 
Reha, BRRANEK- BALA RRR RAMA, KF 
xX Jr TE: AN a]. 

Pop iR AE SB] Hv AE i] RR BD DS OR A pet ASR E 


HOO. x=, (x<0) 
(4-5-4) 

GLO, x )2e pn (x 720) 

方程 (4-5-3) PURE, BPI RAR UO SAB 
ayy 3U a 
3j tA. = 0 (4-5-5) 


其 中 入 是 依赖 于 和 Ur 的 常数 年 阵 入 = 和 (io Ue), ABM 
PPE M TEN EEANN HERE, CEA m THER 

(1) ACU, DJS ACU); 

(25 A(Un Use) A RFF WRA SE B R ME I0] E 

(8) Al Un Ux) (Gr UO =] UR Uw. 

59 TE SCAR C30 rp RRR E UE PE (Uniform), EM C100 
ETEK A ESE. PEN (230 HB. dnm BT 
UR BIPA LA] i A — 7p — BRI iy D TET. 则 近似 解 是 原 微 分 方程 的 淮 
Wa RE. ucl [B BS UE BUSE EROR C: 

(Ur Un =F UR) — CU 
AE HER C3), Un 


Al Urs Ux)(Ux-—UL)—cF(Un-—U.) (4-5-6) 
AGA, Ue Un AR A CO. Ue) WEE, ma ii 
RO x RE P^ At BY BE TAL 


E— E F MPSA ae Ae 
ae d an z= al lo orn - 
A= 2 Cu Ae}, A Al 2 (CU Ld Ue) ] 
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ALTRE U ftt, VOELS ASE m HAD f — Book SIS 
JEU GEE RHR ACO. Ua) RODE. ÆA H A H T 
Aj P RSS OR AR uA 

Ca + 6 }=da+ 36 

à (Cabe +440 (4—5-7) 


Ë (—- j= 一 527 


这 里 SC SC F wol f ha Eb ARRP. DAJLA YE 
5 一 T p Pubs, b* = | bbp) 


=} 3 


HPA Ue Up) Wee Bee. 


=. RR S [umi ms mS 
HERRIARI. Kma 9H GE TYETDOR DE [Bb B 
dE dH aU TE Kos be PR]. E: 3€ HER UT oU ES 18] dt, 
BU RET BR (4—5-5). 
H Ju EEx = 0, t0Bp massime, W 


4j. 一 和 一 天 


. d. 
2 
(4-5-8) 
Ai. 4 = fina tee 
p 
[<P A MIS du RAAT ATT 4:088 79 

WAS ADE. UR HE BORA 4 3E SE ET 

量 e,。 此 时 40=0).,—d; 可 通过 特征 向 量 来 表示 
AU = Si One, (4-5-9) 

& 


RUPE ( 3} 可 得 


zj— P Ao. e. (4-5-10) 
k 


m — 


fo; 
RE a YEAH PGE Ete. 的 特征 值 .将 -了 中 的 左 
行 分 量 和 右 行 分 量 分 离开 来 ， 即 
Aj = 2. Arare (An) 
{4-5-11} 


Af = BjAme Gul 0) 
h 


如 果 其 中 的 一 个 波 《 如 第 总 个 波 ) EB = 0 ARAH RI ba JE a 
波 ， 则 近似 解 将 发 生 信息 天 和 失 。 因 鸭 对 精确 解 来 说 ,第 &, 个 波 将 
其 一 部 分 贡献 给 7 将 余下 的 部 分 届 献 给 j。 近 似 解 的 第 名 个 波 将 
4> IH vi BAS Xp B 一 个。 Pol PSE fa T Ux U tats H. A m JE 
MBE HWIRIL i, RIE A= 0. RS TAE Oe eS freee HIT 
<1f 了 和 :71 将 是 数值 上 相等 而 符号 是 相 扩 的。 利用 近似 解 给 Bi 的 
将 是 AP A] 9， 困 而 也 就 无 法 反映 出 精确 黎 呈 解 的 结构 来 : 
通常 是 通过 人 工 站 性 的 水 法 进行 修正 ， 


第 六 节 “守恒 迎风 格式 


As A xS pO pip A ^y fO 
oU . af _ -8-13 
» 十 ax 一 (4—8-1 ^? 
或 
ay au 
十 太一 -一 0 {4-6-2} 
O C HX 


(此 中 A —8f/0U) Bi Ppl 4p Tec. UERL XX OAL 198] 
4d. BLDXERCSI. 33. 352, T E Xx de dA a ez f RS TT. 
AXE PS 9 ERR APE ATE Sop, BP, A uj xj fü 
fe 2 
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A=RAL 
Hp R, AWE fst (21-19) fi (2-1-20) Brom, uw XB 
sgn A> Resign AIL (4-6-3) 


POO AR sien A RMS A 
+l 当 479 
signA:;— « 8 Mg 4; — 0 
— 1 = 而 所 站 
其 中 中 一 般 为 0， 得 也 可 以 根据 需要 而 证 交 ， 因 8 此 这 里 用 了 sign 
而 不 是 通常 的 sgn 符 寻 。 考 虑 显 式 差分 格式 ,以 下 称 为 CU 
(Conservative Upwind) 8x, 


ruth | p.n s a 
Ur Uy I signa, 1 )5; 
2 


1 
rr I+ 
1 HH 
+ (I + sign A, )B; 1-0 
(4-6-4) 
其 中 
一 — Tiri™ f? Dg 
— = : = ort U tei -8-8 
Aj n A(O ; oi), U ped 9 (4 ) 
BLEER Se AR ERY. 


EGBA LL. Ce 4-6-2) A ATR, 
Z3 L O48 


UT; —U l. da UV 
| -一 AJAJ y 
1 。 I Ü;—U;. 
十 ~ UH + sign A i ig. i =ð 


-+ Ui D + U U^. 
Lm —— E. 0M ; 5 Ü 4—B-—7 
1 + Ai » 0, XA ( ) 
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pri oo LH" rr" 一 pU 
pr pap Bi Eo, MAO (4-6-8) 
pHi Vise, HASO ( 4-6-9) 


即 特征 关系 式 (2-1-22) ARS SU. 
现在 把 式 (4-6-4) BH 


UT — Li 十 fia Ft 
ZH x 
[ A D. 
=, | sign 1 ) D 1 
L. Jot. P+) 
" H 
-( sign A. 1 ) D. ES (4—6-10) 
JI 一 5 了 一 3 


方程 的 右边 可 视 为 中 Cox) RUPE, Hita CU 格式 的 相 容 
TE. 精度 为 一 阶 , 再 把 Cf —1,0/2 2323 (Ia + 10/2 — hi 
Ti 2. ALBI TR AD ER a IE SE B. 

由 于 式 (4-6-6) SEMIBU A ACP, CURL BR S fü RE 
Iis rt. 3m 


OU , 8f. ELA DE 
a ax | ECS? g (4-6-11) 
a; ag 
BMAH SE + s(x) Se, MAR (4-6-5) 现 在 变 为 形式 
dme Gti GF aia’ 
P + 一 EX T$, + x (4-8-12) 


HO BE AE TE ALES PS inr E PA. A CU fA 
计算 的 - -A i Ss RE 4-14 pah. PEARLA], 

CU Ti AT 35 £e H1 E dc O SP eB Ped Bn] S] A HA PE SAL JE LU] 
‘CAPR (E hs RETRO. SAGE DIR CFI BD. DU PLA GGG 
iE ORO PRE. TER A. ‘EKA RAR, ER 
Bi, CSAS -TPiulRANRAMR. BIER BOX 3 XX 
成 了 
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图 4-14 AATE mE Tp m ERES uj 


0. 1 =D, jJ. 7 二 17M 
J 2 
— 十 - — i 


( i+signA i+) D as = » 


Gl 


这 里 IM ARRIRA ( M 一 -二 流速 为 起 声速 ， 在 jf + 


-3 流速 为 亚 声速 )， HE HE A (4-8-4) 和 (4-6-12) 的 定常 


HH. WÉBLOCRACSIO. pgs ay A nie ee a EDS PH. PE ae 
KAA ap ERE. [E oi-!5 I HE EO A. 

EWR p. BRAY. Mme 去 式 (4-6-4) 中 的 第 三 项 
BJ £85) hy AY 35 8 RR XX OA 


UT —U, Q0 | " \ 5 H 
p 十 2 I sign ;, 1. D. 1 0 


(4-6-13) 
HPA 1 也 可 用 AT AR. XX (4-6-13) ERL 48 
2 


UTLU} _ 1 fpa J 
L Fi + 5 CES sien AJAL x = 0 


X X <0 A= 0 4p Bp (4-6-8) MM (4-6-9), 而 
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| 
d o ul] sx 
G IG 5 lù 
(a) ih) 
[44—15 — dfl— Em AY Ej4-16 有 限 区 间 上 的 
XE iir Be fe i E $ ab [n] Hui 
Ca) Pes 0.72; CAI Pe= 0.78 ca) zi, 
CPA Ht od ik. Cho =f >ti, 


OEE Lo, Ha> (4-6-14) 
之 


好 对 外 出 特征 ， 得 所 需 特 征 闫 系 的 近似 而 对 进入 特征 ， 得 对 非 
线性 双 曲 型 方程 组 的 无 太 财 进 界 条 忻 ( 见 文献 [38]) 


^ 


的 近似 。 用 CU 以 及 其 对 应 的 边界 格式 站 一 个 有 限 区 间 上 计算 一 
个 黎 曼 问题 的 数值 结果 如 图 4-16 所 示 ， 详 见 文 献 [33], 注 意 当 多 
玖 波 利 激 波 通过 边界 时 无 异常 现象 。 对 一 般 边 界 条 件 ， 先 用 式 
(4-6-18) 得 出 初步 OT, Two. MOR A <O R OT R 
Ree: COMA >) BHR MAAE UT 

TE eT Be (4-6-4). (4-6-5) WIRA ee RR HEIL 

Pte PANG (A= UT - g^) 

可 整理 为 


- (a bee; a Dn) 
2 


{4-6-15} 
式 中 

E* = > CI sign A) 
并 统 - BRAT Lien, ik tAn CU HA C AtEm, (iA 
V E., FAK (4-6-10 在 定常 时 总 成 立 ， 所 A (4-6-13) 
可 用 也 求解 定常 河 题 。 当 用 隐 式 由 点 格式 时 ， 用 对 永 式 [46-13) 
孙 隐 了 式 地 界 襟 式 特 别 有 利 。 国 为 每 时 间 层 可 在 求解 有 基线 性 代数 
站 程 组 后 再 用 给 定 的 边界 条 忻 修 正 边 界 值 。 这 个 边界 格式 还 能 排 
广 到 二 锥 情 沈 ， 匈 六 献 [32]。 

HATTERAS- RFCU EERE (Lipschitz? 

连 改 的 ; 那么 F ad f (=a, L is up, Bea += 


z 
U Cln Wta a —df/du, CU 格式 可 与 为 这 下 形式 ， 
ai -ueD 0 Ce Q2 a (wt) 
Pt ar 
cit . n _* n 
za qu — “Oe ( l—signa, + 一 ) s rae x17 HF |) 


W 
__ 4 f a” a ) 8. 1 (tu) 
ix (+sign 7 f | 


Io + 


— Ma. a Ma., 1 BMS, BRIERE. IER 
2 2 


ft ( ) - 
€ = m- a 
jl 24x Ml tsign 149, a1 == 0 
— fi . ) - 
C, 一 一 一 g a 
pret” 2AX (2 Signo ap 0, , 8 
之 2 z 
Paks ( - ) - 
E + 6, 一 一 一 一 a a ĝ 
j + j + ax y SERS y + j + 一 > 


EME sR BR IB BY TVD (Total Variation Diminishing}, TVD 
社 式 将 在 第 五 章 中 讨论 。CU Rah, 0 LO 8987 (Roe) HA, R 
Ui SP Pi cB M Foe PPB se W Br. FEDORA OST c, ETF (Roe) 
格式 。 WSR ARES PE CU tek. [EG (Ree HEX AN 
Kil rs d3tA-—gdpmtb (eA PRR ANWAR, W 
A CU 格式 变 为 


>n » 
- fiac f 


Ux 


G7 U ( a " ) 
Log. NELLE 一 。 
Ý + I—signA ; 1 


十 一 一 -一 


-( I si nA. 1 )— a 
i j -a E Es 


Mi 


1} 
-OMT0ND TQ L0H) 
5 2 
€ 


(4-6-15) 
式 中 


0 
Q-; 9g ( X 5/2 
o 
| 0 
20 AD lal 34]X1— 29€ ) 


sa] 
0 Mei ie 2dC0 2) 
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å. CRIS maxi 0s A( Uy 4 y 
pep Omm (8n) 


— ih (UU, h CU.) 一 ^( U, n M 


! 
2 #1 


DOM AT BE PAE in] SAS) Rise S, YÉBALOX ERU25]1. St ALB be HI 
d 当 的 初 值 ; 7H x 4-6-4) AC 4-6-5 DB RT; AIM, RT FR CA-6-16 7, 
HE sign ARDEA. Bit, NEHA. mm. 
BSB BUSSE TR, EA AS ER a AR 9 SE PE. 


第 七 节 ”一 类 单 步 格式 的 构造 


在 这 一 节 中 将 纵 出 一 类 单 步 差分 格式 的 构造 方法 ， 和 二 对 部 分 
Fé ETE DOE EE PIS, 
—, mM 
ZESCRALIS2 ch Hy 3C Se Be RF RS oT R E PR A 3 


造 方 法 。 现 仍 讨论 欧 拉 方程 (4-2-6) (02584) EIR. Hy MEDIO 
TEn 点 上 进行 泰勒 级 数 展开 并 利用 不 方程 {4-2-6) 可 得 


B s p 
DU = pF? — fi oF ns (ee je 


-t gy ue o art 
= — -fi fo A - - 
OM 2 gx ar 


en é ZU 8 a ay 
SR d ed ASE eB F HERS Se A OPS RE oe RARE, a 
bLR=tKhr#—- Ss niu rEx: 


Keay di dq | a*Üg (0 , GU 
d at-a 2149808 Pax ^ a 
28 as OU |, P 
十 了 ^ ax | t (4-7—1) 


ARES. RÆRe 十 ?= 1、， 册 上 式 在 时 间 方 向 上 将 以 二 
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Ere REI PE FoR AA RE (4-2-6), WE EAr Ssh S eee 
LA AS 4 ler HE BS ARM, BP AAR Se TO RF 
rae RE ASE RIT. MIAH + B+ vy = 1 时 所 得 到 的 差分 
TETE TF CL BP BE a. WA 《4-7-1 中 之 一 阶 导 数 
TH RY A. AP A 2 28 5) TK 
AF al ep Ac, 
( ane ). 一 gp OAT); + O Caxt) 
EE 1 - 4+. t-a? ar 
(= ) =A FEA OG HOLAS) 
( Sh.) = GA HALADT E O C42) 
AFAT Al, OI. Af, di. St Oi ERB YDG 3g Wok 
ABO 表示 前 面 之 算 子 也 作用 于 点 号 后 面 括 导 外 之 量 。 对 二 阶 导 
Bh FFE G SB AY Be ou F a sp 
Or 1 ene m a 
TOC OEP BUF OCD 
a s Or _ 1 tee ee net ar arg 
px 4 Erg = dx (Gi CcÓ.CÓ.D JI+ iC A SD) 


+ Of 4, AX) 


âa , a _ 1 ue lad ， 
B8 A git o l A AG peu 4 O C At AX 
Ox a xi f j . 
a 08 1. p "m 
d QU l 一 一 +r 3 一 上 招生 二 
wo =- — + . i, | 
DX A gt FPE, CALA +A ÂU + OCF, x) 
8 4 OU 1 gt gt ae Vg Zen m 
SALU A FLAT OST + O Cat. ax 


RERA — Er SBMA P AE y SPA be, OE 
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THADARABR RM TRS AANA pem, BR 
E] ERI Se RT eR RR. ESS LB PR a eT 
中 引入 了 标量 套数 oo， 目 的 在 于 改善 稳定 性 能 和 简化 格式 之 隐 式 
部 分 的 求解 。 在 前 面 曾 指出 ， 在 了 式 (4-7-D RSI MIRA PR 
项 的 差分 通 近 如 时 能 保持 一 阶 有 逼近 精度 则 格式 将 具有 二 和 阶 遂 近 
HE AmS o Mo ARIA LER. XO RSS BOR LED 
UT AG NE. 

SR b BES) AI RA TAEMA A X (4-7—12 进 
PUA. 2# Mjo $4 FS Mes RIA 


! b [5 Ate AB 4 -PY x 
ao — —6-| Ax AU + 2 x Oa 
i —— LL 
2 
_ + a —- 
x (Ad: FD ——,- à } (4-7-2) 
B M (ty | 
I-A AL 2422 podia UT = 407 
| L= | 
(4-7-3 
Sut aU (4-7-4) 


sk (4-7-2) 4 (4-7-3) 中 的 差分 算 于 可 取 不 同 的 差分 形式 ， 对 
Ti) RAAT MB 可 采取 不 同 的 分 发 形式 ， 选 取 不 同 的 
Ba, £, Ao., MABASZHTANAAHH. TERA 
HAR 7 ETT AY SUO a a A 


- ] <fi + - 
so — a |~ a OF + def ) 


> 3.07) (4-7-5 


LI-rG(ÓQATT OA.) —BloigOl UT" = AUG (4-7-6) 


lef 


f At ¥ (4 à 

二 一 < zx ~ 2 Xx 
1 L8. 1 ——8- 

2 2 


在 表 6-1 中 列 出 了 一 些 常用 的 格式 。 
46-1 IRAE Bae d xx 


"ETT BR | 
: 8, CAG, Un) | S.J} = 6,AC | 
ERE 分 8 MP ss 注 


i epe o scc 
2 a |o fol | | [i i eem 
— rr | 


sia | 1 o |o | ES | at, EPAR 

5 | 0 | 1 LI | i | | 80 | RR ARS C8 dx. 

wopr la | —— —qet [| —— sex SAMO 

roii | &l ale! ^ — ex 
g | o 2 fai ét | | mE 8t | d | Bt, BCR ne EEX 
E a aa T &l L P "T 三 点 迎风 S 

IER" 01 | B A Na. OS SM RÀ AGAR 
ll: 71 P HJ i Ge | ài , | : BR, HMI 


——— m~ — = 


一 一- 


12i 0 | & o | 


Ar E | o at, BE ai aE Sp 


Gast, aah L-W 


dn 5) BMS AR a. ZEA AB A i] BT Stk 
行 分 裂 直接 进行 盖 分 ， 也 可 首先 进行 分 虱 然 后 进行 差分 化 。 对 本 
式 部 分 也 可 同样 对 系数 矩阵 进行 分 虱 。 

从 差分 形式 的 一 般 表 选 式 中 可 以 看 出 ， 格 式 的 精度 受 月 由 参 
dro. 日 、P 箱 的 影响 ， 也 受 具 体 的 差分 过 程 影 师 。 如 果 在 对 


i68 


A BE ake Tit SS [E EGE TI oy AR 3| A AERE Clm sse a] DB, 
WU ar 288 Fa YA AS JR] A Oe) SA YES BE PT Ea SR 


Z. Bite i 


上 面 玫 中 给 出 了 很 多 差分 格式 ， 应 注意 到 ， 这 一 类 格式 拥 对 
于 增 量 AU 是 线性 的 。 进 行 秦 勤 钥 数 展 开 的 过 程 实际 上 也 是 - -个 
线 化 的 过 程 。 这 里 仅 就 帮 中 的 部 分 和 补 式 刁 一 简单 的 讨论 。 不 难看 
出 ， 才 中 的 No.5 Apert RPA eee ih aR pA tek. 
Xf — ABK Br 7r A aX 2 
geo eT! EY 
这 是 :一 韭 线 性 代数 方程 组 ， 可 对 T 进行 线 化 
US FHAA + OCA) 
将 其 代入 式 《4-7-7) 中 可 得 


了 了 + rn -< Qu "OM 3; G 了? \ 
UT. —UT xd * 2 


ei EX DA ETE BI £8 eA No.5. 
在 本 章 第 一 节 曾 提 到 ， 对 标 斌 方程 锥 点 格式 当 c = 


时 Er 的 系数 为 堆 。 表 中 的 No.7 Hos No.5 的 改进 形式 。 克 服 
Tit PRM. REAL HRA 
-In-cl TT et | à Go 2U eS 


(4-7-7) 


(4-7-8) 


Up "Ut xi 2 
GOD, G7 a 
1 > 上 > } (4-7-9) 


d BB No.7 Jy aX x] REB £E (EE XXL. 
旭 果 取 式 (4-7-2) 和 【4-7-3) 中 的 ?一 0， 则 可 得 


eg! 
dü =--> l- S e AB-— SAU 
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X (f£ +46, 4°} G07 SAA (4-7—10) 


站 果 将 此 式 中 之 参数 加 以 代 痪 
则 经 整理 后 可 得 车 名 的 比 姆 和 沃 明 格式 ， 并 


a=0, G=1.,. Y=0 矩形 公式 
r= ù, B=2, vP=0 欧 拉 上 时间 后 差 
a=— l1, ff=2, P=0 KWRHCABS 


fr] SR Al) HT 358 RR a > B,D 
形式 ， 


-1 fo zH pace M0 28 acma] 
AU > ] "i 1 Ax Cds f 十 二 .了 E 2 Å, L | {4-7-11} 
? 

HELSA T LAT AUT — JU, (4-7-12» 
ut Ut ep" (4-7-13) 

Ë dH 

at p 分 一 2 er 

(e 
t=- 


斯 蒂 格 尔 和 沃 明 在 文献 14 中 取 式 {4-7-11) 中 
Sef | = rfo djy = iT, 
天 中 的 No.12 为 一 种 紧 致 格式 OT. Xr — SRA RON 


oO 
3: fs= ——— 11 (4-7-14; 
1 ——ài 
其 展开 形式 为 
1 c 2 č 1 e - _ 
—g On tjs ira SEL HE (4-7-13? 


BAAP 2 A EA SOR 0:75. AAR BIA (4-715) 通过 
HAR A FeR dfo FRR EAR ARC 1-7-1), 最 后 由 式 人 -7-12) 
求 出 Go OR. AMAA SM, “Re =r =0, Bm 
引 半 这 一 略 式 对 任意 步 长 比 都 是 稳定 的 。 关 于 紧 致 格式 以 玉 迎 风 
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AR a BS Sh EY E P Bis unge iris. 
如 果 将 式 (4-7-12) 写成 展开 形式 则 得 方程 组 
AT TA CAA = 
(4-7—18) 
TAA ORR MP oW ARE AR, SER A AR 
势 、 可 用 奸 阵 伺 必 法 进行 求解 。 关 于 六 分 方程 的 求解 将 在 第 七 章 
由 进一步 讨论 。 


第 八 节 ”多 维 问 题 的 差分 过 过 


—~, “MAB AR kt RSE 


ap , 85 , 9f pps (4-8-1) 
Gi ox oy 
| Ou | e | 
put p | Du 
E | Dun Uc oo 
| 
bu ( B+ p): | £ 
| py | | VIS, | 
| puo Li» 1 PIS, | 
h- VIS 3 
] put pP | | VES, | 
uC E+ P)| | VES, | 
P=, PT EP (C P+ aay (4-8-2) 
YALE T 2 
WIS,-20 
à à 
Vi5,— "ax il 十 ETE. 
VIS, =- opt o (4-8-3) 
k x It ay Zz 


VIS,= — x 975 十 Oa) + -FUO 二 vO) 
„Ce 3 p êT 
P.Ne ax Ox 
Ce 3 aT 
P.He ax gy 
SNR SEE A 
H He 3 ax 3 ay 
H gu gu 
caer sy =) (4-8-4) 
A 5, 90 1 
Ore ™ Re ( 3 35 (8x ox ) 


x ARMOR IE DO AE OR JE GO GS. 这 里 只 讨论 无 
精 项 的 差分 过 这。 二 维 欧 拉 方 程 为 


eT of, 97s ul 
ai ^ ex ay 9 (4-8-3) 


HA. 为 流通 向 量 T. AY He BT ERRE 


DU a) 
DW) 


3,235 Sy — RE SA, nA T] t 

f=], + FF, (4-8-6) 
Ett eL PARR T RRR BSE, RADA SE 
BERE nf pr 38 St 5S RE 


"EY 


ACA) ü 向 0 
| 0 ACA) 0 0 
| 0 0 As( A) 0 


0 0 0 ACA) 


i72 


Ain! A= aud fu 
Aji AJ) — aut o — e v o? -- D? (4-8-7) 
ACAD au fut c V at B 
So SHERPA BM A, TEAR S A S ARRERA S 
看 本 章 的 附录 一 。 

“IKa=1, POS FPSB A, 及 对 应 的 特征 fe 
Ty AD Fa ee a, 33H 2 — 0. B8 — 1 BAP EG SUE nf HE 
EEA. A St hy A Be. 

可 通过 对 特征 值 Ae AD PS) Be 4p EA A S8 1] 

Ax CA =AgC AIT ARCA) 

B AJ 0, ARCADE 

ASS UAS, F = ATU 
其 中 A* 为 由 AA) 组 成 的 对 和 和 抹 阵 。 避 参照 本 章 第 一 节 的 方 
SO PAGE AR, AT Wee AEA (4-2-275 那样 的 通过 等 
征 倡 或 分 裂 后 的 特征 全 表示 的 流通 向 晤 一 般 胡 还 形式 

J;—S'ASU 

和 站 于 二 维 的 访 通 同 蔓 表达 式 可 参看 本 音 的 附录 一 。 


对 三 维 问 题 可 做 类 催 和 多 讨论 。 三维 欧 拉 方程 的 向 量 形 式 汶 
SU af | 9f. , js ge 
31 十 An + ay + Ba = i {4-8-3} 


PA. A Bf, HIEN ERRE FE A — ARE R RI N 
i [e] E 


=a}, +8f:+ Yf: (4-8-9) 
BAWGE 7 EFE HE RAE 
- DY) _ -8-10: 
— CH? GA, tPA: TTA, (4 a i 0) 
kh Ek A WT 38r SPE TE EH TF ABER 36 on 
A—SUAS 


A S HB PELA BE (EH. RU APE SAE 


Ans A) = aud Pot Yu 
ACAD m auc Bor Yw— c Vat BL (4-3-11) 
ACA) — eu But vued- e Mat ge vt 
可 通过 对 特征 值 AK CAO. BAT SRS AAR OY. RPS E p i 
BUT Ee HERE A, PARTER ERE S RS) ABILE S 
E Dto 3B p] BE — ABE AS TAI a Sg AS xa oe — 


—. ABRERA ANA 


Se — t [6] BEA — jt SE 5 c a LE eh aE EE PT ap 
去 ， 这 里 只 对 两 类 方法 微 一 简 音 分析， 其 一 为 显 式 格式 下 时 间 分 
裂 法 ， 另 一 为 单 步 隐 式 格式 及 其 桔 造 。 

遂 近 于 二 维 欧 拉 方 程式 (4-8-5) ARE OLEH 
E 


Aus POR) (48-12) 


>mar 1 man wa l ett. eazy 
Oi = Qc ORD | Ge 


2 
Ti » -» n4 ) 
EI à» ( t ' D | (4-8-13) 
Ox fret = fa i 1 = fis: ;—] i 
iini] 一 了 fejs cy = fe] i 


dis ax epo RI OH A 22 mA LEA GSK. SOR C380 TERA Ifi 
做 了 细致 的 研究 ， 它 指出 ， 为 了 求 得 在 (ff，7) 点 上 ea 二 1 层 
EER H i ti Fn 层 上 周 交 七 个 点 上 的 值 ， 在 预测 和 校正 本 前 后 
姜 分 组 合 形式 中 应 使 这 七 个 点 靠近 流动 方 癌 排列 。 这 一 格式 的 稳 
ERFA 

1 


(4—8—14)J 


pil —= 
[ul | [vi fi 1 
QE S. -'— + tf- - 十 =- 
ctx t et ¥ e Vox o4 


为 了 简化 求解 过 程 所 山 求解 效率 发 展 了 各 种 不 同 的 时 间 和 分 强 


I?4 


Reh, TR Ad ie) PR R.A QR 8 2 7; 7 
(4-8-6) 形式 写成 如 下 之 一 维 序列 


at + ax = 0 (d-8—12 a ] 
80 OF: o 
af By ^ (4-8-15 b ? 


PRX. KH EET AAA a 5 满足 这 两 个 方程 这 里 
只 是 为 了 便于 构造 格式 的 一 种 形式 上 的 写法 ， 
E LAR) 为 式 【4-8-15a) Bg—-rigBurA T 


Dt = La Ft: {4-8-16 } 
ET Bt TW TATEA AASF y 
+5, — n SM. Q2 xA 
Ur. = UR ACD 
-* l zrn Ik zi. x4. x 
Ü =— |E js! 十 Ug 7 gu dit PHT ] 
4a (i By DiS SR (4-8-15 50 的 算 子 L ldi) 
Diam Lyi At a: (4-8-17 ) 


AA. BOR A 
— y tH efi +y oF m 
LU ggg: Fy Ov Fa) tet 
D*4 1 -rm 二 生花 -; * 
Uzg.r- EN [824 十 Ut — dy TRE | 


ABEL OL, 可 构造 道 近 于 方程 (4-8-5) WAA ir ox SJ 
Y HE AD BE 2d x, 

ce LP Lica, (Son die 
ix — FETE BIR AO CAP. A, dy. —ÉBNCE. Coe 
it ISFKRAB HET TREE AIr. WR Ee 
的 ; 名 备 分 算 子 的 时 间 步 长 之 和 相等 勤 格 式 是 相 容 的 : ORR A 
TEPER, MEG LPEE. F in h A 
ix SAAR oR UC fü BS PST E or A cA. 


了 7 


— i 4 eft - 
=L E L(I y PON d yor, (4-32-19) 


_. i - f um 
oi [LE ea [L E] ees o 


ATH 

FER, (4-8-20) rh m AM, A Avex AR (4-8-2038 
18151 di 2h BJ. 

A Emme n Eu. mpm > SR BYE AD BT ia oR ood 
Tr. HL ro BERI JI B. 

对 三 维 癌 题 完 全 可 以 构造 类 做 的 格式 ， 这 里 不 再 重复 。 

许 当 指出 ， 在 和 用 时 间 分 型 和 法 时 由 于 中 间 过 渡 居 上 的 量 的 引 
入 为 边界 条 性 的 姓 理 带 来 困难 。 在 采用 隐 式 时 间 分 型 法 时 这 一 用 
bg A SE Hy 


=, -#HEFSS5URRAME 


现 以 二 维 问 题 为 例 进 行 讨论 。 参 照 一 维 情 况 将 U™ 在 xn 时 
间 层 上 进行 素 益 缓 数 展开 ， 并 利用 原 方程 《4-8-5) 得 


BF 日产， E "ES aU 


ax ay 2 ĝl 
Att ( á- 8 ) áp 
B 2 ax A; av A: at 


Ug, S à 2 

ev 4 (C2 a c 2 A9 
+OCCa@+Btv—-1id4P, AP) 

sth A, xt MFR Bee. ERT ee. Mv — one 

of e] Re be ta aA A a pie TEH OER E 4-8-5 

差分 方程 MEJA 


4 
duum l [A A, T 4 By Az: | 
l 


08 v £x ety 
2 


irọ 


8g 
X 一 一 天 一 一 Grey (4—8—31) 
r 
| B. | 
2 C vfi ai < _» 
.i 站 a, 2s . . L rTtl -一 TT 
m 1 m a | x ci. uA. d- ER uA, ] o ES zT rrr 
2 | 
{4-8-2327} 
Dnijc—Up tO (4-8-23) 


Th (4-8-22) 是 对 OU HEREA D EHA. FAAS Mm A, aT 
采用 不 同 的 方法 进行 分 裂 ， 而 差分 算 子 ô AD à, 可 采用 简单 的 向 
WAARA Ah SF) EMR TPR BSA. EI 【4-8-21) 中 
之 和 官 阵 和 流通 商量 也 可 采用 不 同 的 分 型 形式 ， 算 于 人 和 和 名 也 可 
采用 相 认 的 不 同 具体 差分 形式 。， 如 果 再 选用 不 同 的 参数 a 和 忆 ， 
岂可 得 针 各 种 不 同 的 差分 格式 。 

对 三 维 阿 题 采 用 完全 类 但 的 方法 可 得 到 一 次 单 步 格 式 的 一 盘 
RIEA., A (4-8-22) OGRA  -EXOX PX T nou f Be ER ui, 
关于 这 类 方程 的 求解 将 在 第 七 章 中 讨论 。 


AIL RAPES AY a op i 


SRT RLS, ADEL PAE 4} BR AP EP OS} PB Br 
Ay Be B A H PATE AR OT BAR fe Ac SE BR, EAH t ie a E 
resp; urA EX du 7; BAAR RPA ERR. FM, TEBE 
的 相互 干扰 区 ， GihRRaAWAR RNa TE, ARERR 
的 流动 ， 忆 及 有 较 太 分 离 区 的 流动 等 。 此 时 需求 解 完全 的 N-S 
EET 

在 这 里 证 要 讨论 非 定 常 N-5 AEREN JER AN-S WR 
PRA RHE- MERAT A E. A eL A hi M A A pE T A a 
£H we. APES ES T a EHO o CHEE aA 


Mit SRT. ADCS Air ATE Ue AEE RAB. E 
iti A SA eR fee A b. - ARR OR BE 
Mays A SRE IMNK THE EE. 

FAW A f] E EH bb d» ee ic ap He N- SRR Age 
Aa RE ch dE Ah (eB Bo Be eA th e AER- 此 时 由 于 稳定 
HE oS Tal a EP BER. OA EHR BH JE Ts 
AY BR ih, pu fs BE hf ie fe Fe ETO ee ES. 

H aij 432 ep EE A RRR N-S FE, $a 
oR ir a FE Ah BERE E - — A HU E. 

BI—8E N- S Jj 82 (4-2-1) 为 例 进行 讨 论 ， 利 用 显 翅 格式 进 
行进 近 时 ， 在 式 (4-2-3) qd np RH gs EE Bro 3S op, 例如 


zro A eh ri Hg) Peg yee a ey) 
KLS g - Re 4x* 
BHA, Fi D xps RENT BB 
LDE) 
A= Bn 
其 中 | p : 
D = Pu Ls = H 
E T 
il, Qs Ü 
A= uL P 0 
2 
[C.T 十 一 一 ， Eu, CUP 
ôS | 8j |. 9 ped 9-1) 
af ^ ax ax Pox (4-9-1; 
其 中 
~Ü, Ü,. Ü 
i 
H 
| 0 * -2 UP o Ü | 
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1; Ü, ü | 
__ #_ dl 0 
AL) P po” | 
a: 


un PE a] 

UL oC, ? oC, pC, 

特 在 站点 上 进行 泰勒 组 数 展 六， 并 利 放 方程 《4-9%1) 可 得 
BA (4-7-1) Bae Gey =o) 


ies SP wee 


式 中 1 } 播 导 内 的 项 主要 起 着 两 全 作用 ， 睦 一 为 抑制 时 间 方 向 上 
的 精度 ， 另 一 为 控制 和 调节 差分 化 后 格式 的 稳定 性 。 升 弄 下 不 影 
响 这 两 个 作用 的 前 担 下 对 式 (4-9-2) eah SH. Gp ob 4E 
SASHA AR 


Fn (ewe) 


A ox Ox 
» 
at, 8 af a0 
人 Bo) 
Ro #83 B~ ， 因 而 简化 处 理 所 带 来 的 误差 为 
D 
o[ | 


xxGph Ap BELLE OS T BAERT. TE Re 较 大 时 这 种 向 化 处 理 
AR Se oe he TT ER A, RS A eI) 
Bj. i PHI EAk BS OS Me EAS 

26 iT (ARB es) RE AIA AA 
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. 1 ait — 1 E a _ 
4d m a AU T A ab CBS.) — 5 OU j 
2 
(4-9-3: 
B | 
2 [4f __ 4H | Vg pet ee Gp 
CPC VLC [4 bA 5.6.5. | l^ PIE 
i — mee 
2 
(4-9-4) 
p =p An (4-9-5) 


EA (4-9-4) PAS cR n] FA Be 5) ARE fr 差 
分 ， 而 对 粘性 项 可 采用 简单 的 中 心 关 分 。 不 难看 出 ， 后 者 将 如 强 
主 对 角 鲁 的 乱 扫 地位。 对 式 (4-9-3) Ioh chr AAA [e] 的 
RH SARA RAMS AE, MOR PE DAT OR A f BY 
中 心 差分 。 

对 多 维 问题 可 采用 类 亿 的 方法 进行 差分 逼近 。 在 方程 中 人 育 吕 
项 的 隐 式 部 分 中 可 将 空间 混合 导数 项 暗 去 ， 认 为 空间 混合 导数 项 
对 稳定 性 影响 不 大 。 这 种 简化 处 理 方 法 对 数值 解 的 精度 影 啊 也 是 
不 大 的 ， 因 为 出 此 而 引入 的 误差 为 


o( ) 
附录 一 ”多 维 问 题 的 雅 可 比 定 阵 、 相 似 变 换 抑 
FA: A d EB JR] E — Be ec AX 


—. — #9 fF 2 
设 了 为 x 方向 上 的 流通 向 量 ，j; 为 了 方向 上 的 流通 身 量 , 现 
讨论 更 为 一 般 形 式 的 流通 回 量 
=a + PF, CA-1) 
HAA MT MT F BERI LIEBER 


A= 
D | a | Hn | Ô 
2 » — Pan m 71 —- 
; 7 | au( 8 — y) —a(y— 
| eCy—1 
7 - mot ~ guv + fv | 12v fu | 
I ~ VL. NEM 
| y—1. | | 
af 2 u + | Gu-— GY | | | 
> 2 | aut C3 — yoógslgiy-1: 
MEC 
2^ dU js Gun — lJu 
(2 | | 
[^ 2p | 
Mis m — B CY — 1 az —@CP 1 ud | 
j^* 至 ! f 
-piee E em ments 
| E 
[ Ay mE M +01 — y)? 
2 十 C7 . E | 
a | T? t5] | 
| 一 地 二 了 | 


其 中 tea o, a=, B — 0 EA E Bt, Hh cT 
EHER, ua 一 0, B — INAAIVF fe HIET HEER, ee 
A nf 38 bou] fü 3 [Eo 4e om 


ACSUAS 
其 中 A 为 由 入 的 特征 值 构 成 的 对 第 秆 阵 
ACA) 0 0 D 
a-l ° ACA) 9 0 
^d 9 0 ACAD 0 | 
| 0 0 0 ACA) | 


Aol AJ — au fu, As A) —au Bu x co C A -2) 


g =v at + AF 


S 一 
ee oc | 
2 ?一 1 — 4 -v 1 
F 1 ¥ 1 | 
e 一 一 一 - - 5. 
"E 十 ug | -+ zo vc :1 1 5 
+S C : | | c | 
2 | 
—ay— gv | | mum 7 
p E yaa), | pea 
一 一 G Uc ^ c UG z (了 
| 
S = 一 
| rol 0 | o 1l 1 
e | ?CO Jeo 
: Yv7—1 B | ea 7 H 加 | e 7 u 
-一 一 -一 一 一列 — — — 
; c ot 207 ver | 20* T Deor 
i cee oain. —— EN 
i- y n 1, E ËO UJ B Ou 
C C ag? ICO ! tere aca 
一 -人 XS. t£v i [c f po 
C ay — fu Sc iT 260 LT 
QE mU ue uq poe 
2 | cy 2 tp] 


X roc hg RAIA PE. S AIER A H zE nj ETE 
成 的 矩阵 。 

可 利用 特征 值 44( 态 ) 的 分 型 信和 来 构造 分 型 后 的 流通 向 量 P. 
Z1 — iB D, A APS HI ME XB I5] Et] ERE XA 
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| 2 ( F-—l Yiu- Así H —Ck,)-F i u 十 Ck) 
P | 2 ( Y — 1 DT tial © — Eka? + i V +key) 
(y — 0E 4-2 CC ek, P+ o — eh 


m 


+ Wir 4 E+ otck) | 
(A-3) 
— ( à 一 Pisat A 
wy 2(7—12 
" a - 
ki— y ES nm 


MER T.CAD—ALCAO,.— WRIT A ECOL XS BE. Hn EX UC A) 
=j k A) MAASAR By F 
=. z # FR 
BE fas j: 和 Fa 4p Rl AAF, YAM A [53 BS Sit 388 15) E, RE 
讨论 和 更 为 一 般 的 形式 


j>a, + asje tafs (A-d) 
x» Pv ASHE nr bh 8 EA 
A= 
: MEME 
1. F-—1 T^ T. —(VvY- 1 Hv Pay Dawe] aay 
i n a + CH + dott — 1) 
: y] a ayu— CF ~ ~€P- 13 Zat ¥ | 
ja, =— pt uk (£ — Pider+ F | 
: 2 一 à Miu | x Got + au |- 1» 
1 "A gyw- iF | - (F — 1 Jagr p 
taa wr k (2 =- y gt + 
i 一 luas + Ife j- 
- | 
p? NEN Fr B ya a 
| CY = 2d (7 rota EE z y )s ez ET), p 
r : 
1 -5 cep- 10s -(y — 1) uF -4y wF | | 
| T : I 
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式 中 


V =Q y+ au aw 


Af a Hc AE PETIR SP RE PEOR ER 


A—S!AS 
ACA) È Ü D D 
| OF ACA) 0 0 
太一 | Ü 心 ACA Ü 0 
| 0 0 0 AA) 0 
Q 0 0 Q As(.A)D 
Apal Ae) =F 
Ass AJ=Y Fea (A-5) 


=V a} +a] ta] 


P iit 2a tH A E FE S AS! HAT SR 


47! => 
l. 
j -1 | j 
| EP - 0 0 | -+ | c 
T i | | 20g d 
| 一 一 — 
|! ! | 
|- -1 ， Ug EE! my Ei LIMEN H | 
ch u ae c 202 200 | ger2 leu i 
| — | 
! r 
| 了 一】 ui 十 Gi Mas ly t as D | 
| ce oD aoc mye | 2035 °° Seo 2cz DeC I 
ul lU. | ai + ai Ta tü | Gs n | 
| ci w egi | aoe Joi peo | gat * Spor 
i 
- — | 
-#53 | Zoa. Py 
ct m 2073 Bea 207 Bec | 
| = S.P | w a | 
a ~ cri aE a, re | a 7 
Faz | 1 1 i L -a E | re 
x x| =t y] 2 »-ij 
[ 2 | 2 “idi 


三 维 流通 向 量 的 表达 式 汶 


| 20Y — 1) 1 s 


2(v—1XhsC — ok) HTC Hek) | 


20(Y- 124-7 — eke) +7509 Heka) i 


-——— 


?YL 2(y— 1i jwt w — cka) + 3C T ei) | 


ee r 


K v — l ji 十 二 CC on — ck, +É v —ck,) +H Cw 


—cks) +a P+ A u Hek FELU cou), 
Tiu 十 Cea) I l 
(A-6) 


= £3 — V ist de 
diim 2(vY—1) 


P=2P CP —1 Dik, Ceete— Ey) 
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c =v a+ a+ a? 


ROO mori 


现 直 接 讨 论 兰 维 情 况 ， 设 有 方程 
Pagea- aD 
其 中 
| p pu 
pu | putt p | 
U= fo | z= puo 
eu | | puo 
| E] |uCE- PD 
| pu | | pu 
puu | Out 
j:=| pur + P 5| puw 
| pu pur + p 
|vOE- P) lw (B+ P) 
这 里 (4, v, Ww) BEM CX, J. 2) 中 的 速度 ， 无 量化 
后 的 压力 在 本 章 第 二 节 已 经 给 出 ， 形 为 
E= p (c.r wr pu) ( A-8) 
HE. G, D. Bru WR ct mg Ux 【平方 组 
合 量 构成 ， 这 里 
pV (A-9) 
PH=F+P (A-10> 
giam U.—Wi, (fg, WW, 
UL HS + PLAID) (A711) 
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Y: -W OW + Pts ys ”了 一 1 


一 1 alg 
— n? 
y 2 Y gp POED 


(Fa) = 


HEU, Ja Je Fs 的 跳跃 关系 可 通过 Ww 的 跳跃 关系 来 表 夭 
(UL— Ux) BWi—Wz) (A-12) 
XEBE- FE RM PARE. AP ear 


| 1" ù , 0 * Ü + 0 / 
LA 8. 0 ， 0 ， "| 
B _ Ws. o, Wis 0, Ü | 
Was 0, 0, Wis 0 
Ww P—1— — l= Yoli iW 
ws E y -Wa 一 EU Was v A" E 
Wa FORA XH] LARES. AEA Sik 
(Fia CF r= GOV, — We) CA-13) 
这 里 
C 一 
Was Wi 0 7 0 a Ü } 
y—1.— Y 1 ~ —1- 一 l 一- Fo} SH 
| Y» Wss 3 7 一 Wa 一 T Wais yp Wi | 
0 * Wes Was ü * Q | 
| iU y Was Q + Was Ü \ 
| Ù * Ws» 0 7 Ü * W^ | 


af DS JR fj P B8 A-12) AIC A-13) REA. T. 中 任 一 个 商量 与 
55 — [5] E E28 — XX TE EXC PEDE. m ax d ps] Et E EI BÀ IX pU SS. 
当 有 了 式 (4-12 和 (A-13) 后 就 可 以 建立 增 量 -7 与 
AU 之 间 的 联系 ， 从 而 可 以 得 到 及 /二 CGC(B) ，4 就 是 对 应 于 六 
ATHEN TFE, EHW E OU EE. 
SS (AT A DRE OF. A f. API NTF IEP A A As 
在 交 献 [3 并 中 还 给 击 了 对 应 于 矩阵 A 的 特征 值 和 特征 向 量 。 


187 
Ai BURP fA 


"T Hu 


herp A 十 © { A-1427 


1 
2 


ce —(y-—1 | H — CH- n? p y?) ] 


FEA CA-14) "P ds Be 4 EHI ey OP ES OP E 


u = BE TDA 
1 +p 
p = “et DUK 
I+D 
CUL Dg 
UT qp 《4 19) 
__ FH, 十 ofits, 
H 14D 
p afd l 
p-(2 (A-16) 
与 A, 对 应 的 特征 向 量 为 
| 0 | 0 
t | Ü 0 
é, | T ez 一 é,=' D 
tu 0 | LU 
prz I 
J zZ 
> | | y w? 
1 | 1 
| HE — cC | | u + ec 
g=: U = U 
LU LU 
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第 五 章 ”数值 解 分 辩 率 的 改进 
一 一 TVD 格 式 


第 一 节 ”模拟 精 谋 与 网 格拉 术 


一 、 带 近 和 精度 与 特征 尺度 


在 利用 数值 方法 模拟 物理 问题 对。 首先 允 到 的 是 精 庶 up RS 
在 实 成 中 所 党 模 氢 的 问题 求解 域 极 为 复杂 ， 例 如 被 绕 物 体 有 指 
f., PUPA. RES, WK ORR RRR. Be. ee 
LEAL SRS, Aiea NPEPAS NEU EAM. AEM 
Hae. FBR RAR LEME. WARS RB i 动 DX. 
SRS aR. We EA RA [8] OT TED ER] eS. 

流动 结构 一 般 吉 与 一 定 前 特征 尺度 相 联系 。 为 了 能 止 确 地 摘 
述 流 动 的 每 一 局 部 特性 ， 必 需 在 相应 的 尺度 范围 内 分 布 有 足够 的 
网 格 点 数 。 对 极限 情况 ， DRE RIS. AWK REBT 
零 ， 此 时 需要 构造 特殊 的 格式 才能 正确 地 反 揣 流动 结构 。 

在 解 的 花 席 区 ， 流 动 参 数 的 变化 与 被 绕 物 性 的 特征 长 罕有 着 
出 梓 的 量 级 。 如 困 在 整个 计算 区 十 内 解 都 是 光滑 的 ， 则 人 和 们 多 条 
HRS BU TRE A SS RR. AR Ae 
BA CTE dE OR AREA wi. ERR RS Ta d HE 格 xt. 
Bp BR (Rusanov). fo} (Burstain). Æ 5 CMirin) 以 
HIRAK, FER) (Warming, Kutler) WE £ v tCLomax) A 
AE T S4 SBE EM ep RS, SE ER A4 fps 
FASE Bh AE T BEHEES ESC, eT BER A OR 
n] i) Hi i 21> ey PS Be FS ee a, BED T Xx 
{SREB FS HE Oy BE OR ARR, ROR, eT eRe S E 
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洪 ， 上 给 边界 条 件 的 处 理 带 来 一 定 困难 。 

求解 粘性 绕 流 问题 时 需要 考虑 物 面 附近 的 粘性 效应 。 通 常人 
fib ARR AA RUTH EH. FER Ea A E 
thik (HB nM RAT) ASH F i, Wok erp 
ASAE AAT aA. ACRE THR, AER H A SP EAN 
的 方法 ， 男 - -AA eR PRE A — Pe OOK N-S 
程 或 简化 N-S 方 程 。 

在 求解 这 类 干 抗 问题 时 将 过 到 两 个 礁 然 不 同 的 特征 尺度 ， 上 其 
一 汶 物 体 的 特征 长 度 ， 另 一 为 边 蜡 层 的 厚度 。 在 物 面 附近 的 法 向 
方向 物理 量 的 梯度 很 夫 ， 为 了 正确 视 拟 在 该 区 内胎 流动 特性 ， 国 
格 点 的 合理 布局 是 非常 重要 的 。 

分 离 流 与 泗 运 动 的 数值 模拟 近年 来 引起 人 人们 税 大 的 兴趣 。 在 
这 一 区 域 肉 N-S 方 程 中 的 无 粘 项 和 粘性 项 部 起 车 重要 的 作用 。 
经 有 大 企图 通过 葡 拉 方程 来 研究 分 离 流动 ， 计算 给 出 的 物理 几 a 
昌 然 形似 ， 但 这 并 不是 牛 竹 流动 的 真实 反 呐 。 

二 、 激 波 附 近 的 数值 解 

激 波 在 不 考虑 糙 性 艾 应 时 是 一 加 断面 。 过 去 才 把 这 一 间断 分 
离开 来 做 为 内 边界 进行 处 理 …， 在 这 一 内 边界 上 利用 激 波 关系 区 
及 相应 的 特征 关系 。 由 于 将 间断 而 分 离 了 出 来 ， 储 而 这 种 方法 的 
精度 较 高 ， 这 就 是 通常 所 说 的 注 波 装配 法 。 这 类 方法 一 般 较为 复 
Zu, SAAS, WAAR. ABTERIEN, Frail 
利用 N-Ss 方 程 进 行 求解 时 ， 这 种 装配 方法 准 以 应 用 。 

另 一 种 方法 是 不 将 间断 面 分 离 出 来 ， 而 将 其 包 会 在 计算 区 域 
zA- RAAHAA. HP. TES POR H ih 
并 ， 梁 用 一 上 阶 精 度 的 格式 会 使 激流 抹 的 过 平 ， 而 通常 具有 二 了 或 
高 于 二 阶 精 度 的 经 典 格式 烙 值 解 在 激 小 附近 会 产生 非 物理 的 据 
莫 。 过 去 通常 采用 人 工 征 性 的 方法 来 座 制 这 种 非 物理 的 振 萝 。 有 
闫 这 种 人 人工 平 滑 或 人 工 滤 波 技 术 将 在 第 六 章 中 专门 进行 讨论 。 

生年 来 为 了 改善 粕 波 取 近 数值 解 的 分 图 率 事 得 了 很 大 进 展 ， 


195 


Rl Me BE STV DH (Total Variation Diminishing), ENO 
a CEssentially Non Oscillatory) 于。 这 类 格式 在 激 波 附近 
部 给 出 了 厅 凑 较 高 分 洲 率 的 数值 解 。 在 本 章 中 将 讨论 TYD fX. 
在 我 国 思 发 展 了 一 些 具 有 上 自己 符 点 的 有 者 较 高 分 辩 率 的 差分 方 
法 ， 妇 NI) 格式 【oa Oscillatory, Containing No free pa- 
rameters and Dissipative scheme), MmB fx (Maximum 
and minimum Bounds Preserving), Se; Pr Rebs HR 
Ex Fy a BILE Se a AE ES ur inia h T ES BS) BER. Sek 
些 略 式 将 在 第 六 章 中 进行 讨论 。 
三 、 粘 性 流 计 算 中 的 网 格 与 通 近 精度 

在 数值 计算 粘性 流动 问题 时 应 注意 真实 的 下 性 不 被 由 于 差分 
化 而 引入 的 截断 误差 所 掩盖 。 这 种 误 革 主要 来 上 月 隆 方 程 中 无 粘 项 
的 差分 逼近 。 对 于 疝 雷 计数 这 一 问题 更 庶 忆 起 注意 。 可 通过 堂 标 
变换 的 方 站 使 得 在 物理 空间 的 网 格 布 局 更 为 合理 。 现 以 线性 慷 格 
期 [方程 为 鲍 艇 和 进一步 寺 论 


Ghre eefi e>o æa 
stp ee AA MR xd uu Re 
Re=- f. 
mish (5-1-1) 可 疏 写 为 
= [pe “Gar ~ Ser) (5-1-2) 
PAGE TI MA dg SE Bh 
点 一 点 (人 3) 
变换 后 的 方程 为 
apo teg, e pg | feodi oF] 
ANSE XE BX A AS RE Hh Fi E 


Fef, = Éy (5-1-3) 
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则 变换 后 的 方程 为 

au C 4, au 

at Re S oF (5-1-4) 
TIER PAR EAE Rpa, pig ta FF CE — E a SP 
Me ANE dr DE GEGEN R ET RY 题 f. An AR BORE Cx) NM x 


adt 
ECO =O, £(10—1 


则 式 (5-1-83) 的 解 为 


1 _ expCAex) 一 1 _y_ 
Bx) exp( Re) — 1 (8-1-5) 


= 


ii 


Elj5-1 HA E m A BEGE mE] £n 


从 图 5-1 中 可 以 看 到 ， 在 计算 半 而 出 网 禄 片 是 瞻 刁 分 48 的 ， 
在 物 奸 平面 内 接近 xx 一 0 多 网 格 是 逐 汤 加 饰 的 。 

在 实际 应 用 中 不 可 能 各 到 这 样 的 坐标 变换 ， 使 得 方程 中 空间 
一 阶 导 数 项 自动 消失 ， 但 适当 的 坐标 变换 可 减少 导数 的 系数 。 

为 了 改善 边界 层 内 数值 解 的 精度 ， 指 数理 的 其 分 格式 引起 人 
们 的 注意 ， 姐 该 方法 主要 上 几 来 求解 不 可 压 流 动 同 题 "…™。 
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n. AEREA 


网 格雷 诺 数 是 粘性 流 数值 模拟 中 的 一 个 重要 参数 。 它 主要 反 
M TAHER N-S 方程 中 粘性 项 是 否 起 到 了 应 有 的 作 用 。 现 
BARUNA- -局 发 式 的 诗 论 ， 

逼近 于 式 〈6-1-1D 的 最 简单 的 差分 格式 为 


Ou ÄN 00 OIM; 
p" +e Tx nid». (5-1-6) 


蜀 有 (Reoache) 在 文献 [9 中 称 这 一 格式 为 FTCS 方 纹 ， 在 差分 式 
由 时 间 导 数 取 前 差 ， 空 间 导 数 取 中 心 差 (Forward Time and 
Centred Space Difference). 如果 定 尺 网 格雷 庶 数 为 


Re ..= xhe 
Wat (5-1-8) Wee Sein FjÉst, 
UHC rT 1 E A 、 


以 此 式 中 可 以 看 出 ， 网 格雷 诺 煞 在 差分 方程 中 起 着 权衡 作用 ， 它 
的 灰 小 意 昧 着 在 差分 方程 中 惯性 力 和 粘性 力 各 自 起 作 用 的 大 小 
Ain. 


FE. M. 
u E ZH 
r= ft xt » F c Ax 
FTCST XJ i 1E 7; T? 2j 
ou on € HIN os | cAx 
] ad 
x( 3r —»— 二 | At (5-1-8) 
启发 式 的 稳定 性 分 析 要 求 
ct cll < 
9 TU 


或 通过 网 格雷 读数 来 表示 
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Re ys PE (5-1-9) 

在 方程 (5-1-1) HAs RAP REM. 条件 (5-1-9) [dE 

ARMA NA EA ae REM. MBARE a Be 
(5-1-7) 改写 为 


oo 
TH € ax Z Hr 一 上 一 E 
+ (He. 2 yu? (5-1-10 


Ati EM, mR phe n od be Xe A, MUTE Co-1-1)BUfE 
ERAAI ERR TE. RAM. BARS ee 
HERRA RKA, E 


Ai 0l 


H px? Seg T (5-1-11 k 


Reps? (5-1-12) 


条 件 (5-1-11) 也 是 差分 方程 中 粘性 项 的 稳定 性 所 要 求 的 ， 条 和 忻 
(5-1-12) 为 在 靖 分 方程 中 粘性 项 起 到 应 有 的 作用 而 要 求 的 。 

通常 认为 在 粘性 流 数 值 计 算 呀 网 格雷 诺 数 应 满足 条 件 
(5-1-12), XX HV AE -个 启发 式 的 分 析 ， 它 表明 在 进行 精 性 流 
Han, SAN RE MA EAER., BERS. BMPR 
(5-1-12) 的 限制 是 针对 局 部 贺 烙 雷诺 数 而 言 的 。 在 无 粘 占 EOS 
出 位 的 区 城中 由 于 雷 漠 数 很 大 ， 方 程 中 的 整个 粘性 胡可 以 忽 A. 
因而 可 不 考虑 网 格 韦 庶 数 的 影响 。 在 粘性 项 起 主导 作用 的 区 域 中 
往往 都 是 速度 比较 小 ， 央 而 局 部 雷诺 数 也 比较 个、 再 加 上 通 当 的 
Pal RS HE AR of DE EE eS a AR aA. 

PG RR a Ae a X. dn HOD dE 
(5-1-1) PR eM Pes Ce > 0) 

ape aah bas (5-1-1383 


Jul 45 3E 75 BA 


2 eO 04A 


an iu r "APO ô? 
ee uu ‘4 {1 y Res )-. 52 | e 


JE IRA PR Ri, Du Y RRR oT A AER TE, BOR 
Xp — ERE. T TO Se AE ae d: 作 用 ， 
XE SK qiu eee. AT RRS RS RH, RAS 
精 麻 的 差分 格式 是 有 益 的 。 


第 二 太一 阶 通 近 精度 的 TVD 格式 


利用 通 沉 的 激流 所 提 技 术 求 解 具 有 间 肠 解 的 物理 问题 所 过 到 
的 主要 困难 荐 

(10 FER AR AA RR, Ze We ST RE ee Ey E A 
tH Ay AE HRR 5, 

(2) 可 能 出 现 非 线性 不 稳定 ) 

(8) 可 能 得 到 非 物 理解 。 

现 已 知 ， 对 于 单个 方程 单 凋 的 守恒 型 差分 格式 的 解囊 以 收 和 化 
gnis AS GC BE — BB, Mía HUS — Bro Xr 8 
HE. cHOEJHICBE Cok ert) Fa Be os SR fie Fe MIB AB Pp S6 
BT, DA ACILFEBSDE REAP iki. (AS Sie 
HZR. MEER A A eo ae Ae SRS 
叭 。 这 种 格式 具有 二 .个 符 点 ， 帆 对 标 迁 非 线性 方程 及 党 系数 双 曲 
型 方程 组 ， 桥 式 的 解 是 总 疏 差 衰减 的 《Total Variation Dimi- 
nishing), 忱 与 守恒 律 和 痛 不 等 式 是 相 窜 的 。 共 有 这 种 特 必 的 
格式 被 称 为 TYD 格 式 或 TVNI 格 起 CTetal Variation Nonincre- 
asin Jo 

TY 格式 提 京 了 对 激流 的 搞 换 能力， 但 其 不 足 之 处 是 在 极 
值 点 上 格式 只 有 -: 阶 逼近 精度 。 为 了 讽 服 这 一 不 足 ， 之 后 驻 发 展 
TENO 3X (Essentially Non Oscillatory). ENO MX 2b 外 
HG BUT. Were Gab RS, 

fi DCRR LOT Ree P ARIA ZBL MIR A. ER 0-2 和 
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图 3-2 A oP D UM, TELE 

25 ity TEN We ETT FE AREA FAUX c Rm A m S X. EST 
为 包括 了 各 种 类 型 差分 格式 的 集合 。37 由 两 个 大 部 分 组 x. 3x 
— 25 ni 3l UE xz BU SES or, 男 一 为 由 中 心 型 差分 格式 组 上 成 
HT ESa BSS ock our HS enon BENOR Rapes do. 
Sreo AIV DIRKA RRITE, S429 A 2 onm T E. uw 
fi Tp IH) BR E A AS uC S reo Seno S re 

TE dS ES] zr 4p 2 dh ne THERA a APB RE NR A 
法 ， 妇 在 第 六 章 将 要 介绍 的 六 如 格式 ， 于 mB 格式 ， 以 及 带 色 散 
EUM Bd T hy PUES a eS. BP GEA, NNDR TD dm, 
对 二 维 标 最 方程 不 存在 二 阶 精 麻 的 了 7 忆 格式 ， 但 让 构造 二 上 阶 精 
座 的 训 mm2B 格 式 "“"。 此 外 我 国 也 发 展 了 一 些 香 种 改进 形式 的 1 上 D 
格式 和 ENO 格 式 等 "™，。 


一 、TVD 格 式 的 物理 考虑 
现 对 总 蛮 差 这 一 概念 知 进 一 步 的 讨论 。 对 一 元 函数 tx 的 
定 兴 域 尾 给 一 划分 U (X5, X41, 总 变 差 为 对 所 有 划分 


X la (xu) — W(x) 的 上 确 界 。 记 总 ERE 
i 


Trg u< j= supl > | Xd) Oo u 2) (5-2-1) 
“NG 


199 
feu x) FER Pace LBS A he, Waa Dang Sce x5 
PVG ui x jy | NES | 


— | ax 
An SR EM A Aa ko oO ee, 2092. Wü BARS EMH 


ax 


x 


Trg Hi `, |e — Me: 4 ine 
下 向 来 讨论 非 线 性 模型 方程 
+ Fe 0 (5-2-3) 
LRR EE aR. TC PED AR FT E ZA 
dax 
di 7959) 
是 常 数 ， 因 为 此 时 
du 
"di Te 


AfaCaj=f1, BMA Al SIL ERR AA GE (和 参看 图 
5-3), 在 十 时 蓝 有 任意 划分 ， 可 在 所 时 刻 找到 相应 的 划分， 使 得 
u(t, xp-—u(h, xj, ROR. drdbujpón. APPEARS 
前 方程 《5-2-3) BJ SIT x B AEEA X. 


图 5-3 Trür£R4H7E Hg SER RE 

现 很 设 特征 号 8,8; 和 CC 于 1t: 时 刻 相 交 (参看 图 5-4)、 此 只 
LHASA age Og xS SN Ae JEJPBJiRAEZE Ho. CA 
AC 247 WSS. 而 


A00 


图 5-4 $FE Se Ae A Z G E 
[8 (C) - u CB abe CC) « CB] 


SM DEN | # OX, H Cx) 

AmA RU A eB EF GE, 

IB EESHA ers, Fr Re (5-2-3) 的 解 随 时 间 (mp JE 
移 总 变 差 是 下 降 的 。 HT EAE oe RE EG BY i8] 5] 05 HC R87 
引 不 再 能 产生 新 前 局 部 裤 值 点 ， 兵 解 的 局 部 最 小 仁 在 时 间 推 物 过 
ETPA- mamet IMN. lik, iniR ecd A 
fs PER UAE. Ze Aa AT H AE DE Rr xx Bp HI DEL 

应 注意 ， 这 里 对 fi 总 特性 的 讨论 是 针对 非 线 性 标量 方程 而 
进行 的 ， 对 非 线 性 方程 组 和 多 维 问 题 并 未 有 机 应 的 理论 基础 。 


Z. TVORA 
HITA (n-2-3) ALE ASP esp ME X 


iim a i ~A" i | { 5-2-4) 
i- 
其 中 
E 
h ， . 7 hn. H0. A - 


LES E H Fe a 
hs, uj) fu) (5-2-5) 
h ARER he. ix E edn PJEGUEDEDMÉ UE f 


1 
h, a 一 7 CRIE REE) 


1 ? 
(5-2-6) 
其 中 
f= j O2, 4; e ac n 
( fuf 
A. ] u? si +1 "7 0 
EE Bru ? (5-2-7 ) 
z aC, if 1 d= 0 
its 
FEA Ra Bgm. 
Fry Wy == “PS 2 A p vx x np REX. 
1 L-Wifüx, 
a 
1 
-| fee À (a, ad "E 
2 2 3 
(5-2-R) 
plaj= Ata} 
2 L-FSREXA (Lux-Friedrichs) 
h nl. f,+f ty u (5-2-9) 
j+ M 9 J Ie: A j + . 


1 
it —- 一 
yia) 1 
$ GCIR A, (Generalization of the Courant-Isaacson- 


Rees Scheme! 
ela )—la| (5-2-10) 


ARE Bit, URMEZI 
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r 
e E os a tele, a | 
t- - Br ta 
(5-2-3114) 
_ A | 
ac , 1 m ? n , a + 19 a] iz 0 
2 Le 2 2 = 
(5-2-11b? 
(6; t +E. 1 losa, t e: 
/十 一 十 一 į + —-- 
2 2 ? 


( 5-2—11 € } 
Reese (5-2-4), (5-2-6) 是 TVP 格 式 。 首 先 设 攻关 0， 则 
出 式 (5-2-7) 可知 


fsa, 1 e, 1 H 


` 
efe, 4 ofo, la, a4! 


2 . 2 


特 该 式 取 在 7 十 1 点. 上， 并 与 在 7 点 下 的 相应 式 相 减 凤 得 


a! | n 
A. 1 #" = 2 | —a, a + Pie. .3 ini 2. 3 "4 
+4 3 L f+ ! mr J T47 
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ST Pl AR eR, TRAUB SIE PR ‘5-2-11)， 然 后 按 j 进行 
Eu BUE ES 
TK (a TV" 

tae Ha Ay eC 2-11) ECO- DRNA 5p A TYD 
RI— PoE RE. A BL A TVD HRM. L-F 
GCIRJ&TVDAME A. MH PL-FP RPS AR, MGCIR 不 满足 
JT = ir 

E pu EA ET te VA a A PR ES EC monotone and 
monotonicity preserving). Æ FP Ei IR HI. TRA x 
EA UG CREER. IE UR ABE OR Ze op A a ASE TA E Pj, 
E Bixee RIA FS RRB PRISE. PA RE eT EE 
Abe (5-2-11) HARBOE wu ee, SA EO JR oR 
SA. TV DATO PR PB. PRA Eh pa OUI Xj 
jE ERUERA ETARE RRA TN, TVDA ARER ii 
As Se SX Fe 2 A. A 4 r En BE A T gE H SHE. 

ERCIS, 200R (Harten? ELA DAMS (Harten 
füllyman? FAR —328 TV Dai SIE, EHB 
ALAR. MBE Ja pR V 


ja) | z [d, 
gC Zs a (5-2-12) 
UNS iz | À, 
这 里 3 是 一 个 小 量 。 在 图 5-5 中 给 出 了 三 个 函数 则 的 例子 。 


y = |Z| 


-1.0 -05 -å Z 84  A.5 1.0. 
图 5-5 FREER) WHER 
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=. HAGXTVDHESR 
讨论 具有 单 参数 的 五 点 守恒 型 差分 格式 


esp catt) 


2 z 


zui-—ACI TEG t —A^ 1 | 
TUE 0]! 7087 


(5-2-13) 
这 里 0 太太 1。 
k 
ZEE 一 nE On ut. out... Was), =n, +t 
证 
ESO a —(1—00h" , gh" * M 
poe: 1 +—— į 十 一 一 一 
2 Zz a 
MA (5-2-13) 可 改写 成 如 下 形式 
"cl. — LaL L0. 
i; A^ AES hy) (5-2-149? 
ix B 
Ry ha. ut, Uap Hj. all. SW. Wii. oils 
?7 下 一 
2 
Be OS er Mp CB Bs pa HE A FS RG 


RU, u, uU. H. u, H. 4, H)= Fin) 


MR e 一 0OWGE RR, MO 一 3 一 得 梯形 格式 ， 取 9 一 
M pol eiit fig 2 RT 
up (5-2-13) Modes 
u^ == Ru” (5-2-15; 
fet LRM 
(La), cup e AfA, ~ TA ， i B 
2 
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、 | 
(Uu); —u,— A(1— 8 X^, N 2 TF, u - (5-2-16) 
HTA HAT ft Best (5-2-13) 2d TV Dit SB FES} REO? 
TV (Ru) <TV (ut) (5-2-17) 
TVi Lar TV (uty 
te {Et i 通 量 h, ，1 SBSH (Lipschitz) Æ SN, # 


TR 


3XX(5-2-13) 可 改写 成 形式 


| i 
u7*!-- ag —~ + 
i [65 i d, Las Fad, a) 
2 2 Z 2 
—WPACI—8J0| 8. a 4. , aH Zt A 7 
j*—— j+ Oe i -— -^ j- 
2 2 2 2 
(6-32-18) 
式 中 
~ F — 
C, il. 0 Cur, ty, rri Ure») 


AAA. PEAR, tse (5-2-17) 的 充分 条 和 件 是 
i、 对 所 有 的 
C. a SAC) | m0 (5-2-19 a ) 
2 


十 
2 


— 


+ 一 一 十 ~ 
c TIRES a 
1 - 


Dt» p+ 
(5-2-19 b ) 
2. WMA i 
"di 
C99 C X—48C.. i «X0 (5-2-19 e 3 
2 


. EFE = aie + A g ` 
MRR O = 0 和 ?67 一 C 一 -00z zz3， 则 可 得 到 显 式 格 
x, 如 盯 取 8 = 1 和 同样 的 c*, 则 可 得 隐 式 格式 。 它 和 们 都 旦 只 
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有 - - 阶 精 度 的 格式 。 如 果 条 人 忻 《5-2-19}; 得 到 满足 ， 则 所 得 到 的 
格式 为 一 阶 精 度 的 TYPP 略 式 。 
现 对 8 = 1 M x GbR. 3 


CH z )- > cpt 2z 4 29 (5-23-20) 


很 明显 ， 对 任意 zz ACT 2 0290. EE uo. FRM (5-2-6) 所 定 
w., FP EAR (5-2-7) WMA 
^ phn (^; — " 


HEAR ASR (32-13) 得 


1 H 
t 


oo EG aye 

=g (5-2-21) 

更 来 证 上 明 ， 如 果 C C eo, MRA (5-2-13) 为 无 条 件 

稳定 的 TVYD 格 式 。 将 式 (5-29-21) 取 在 /十 1 点 上 并 减 去 在 1) 
点 上 的 式 (5-2-21) £5 EXHI 


| 123€. i. 4C 5.1, Ly 200. gn 
i+ 3- p+ Fj + 
a a 2 d 


十 
Z ! z 


= A. 1 u" AC - cf 1 “4 4c | s. s; uw 
BEN T. 1776€ TE go 


这 里 C7 o, -ce -对 访 式 到 绝对 值 并 利用 Ca) 
2 2 
> 0 这 一 条 件 可 得 


rm 


_ | 
| LIPS 1 a 
i+ ftp Ft 


| 
JE: + ACT 1 DES 
2 z 


xla; 


将 其 重新 改写 可 得 
panel 
2 2 
- lof 
-ob mas 1l 
2 L 7 2 
| 341 * MB 
x L4 1 —C, a LÀ Qw 
|! 73. 17a | j^ Uwe | 
By 
m4] 四 = — g3 
M as [E jp.) tA En iy) 
(5-2-22) 
其 中 
一 +i) * | ol 
UU ho ae ol te 


对 式 (5-2-22) PEF HAD BAT VDA. 


四 、 半 离散 形式 的 TYVD 格 式 - 生 : 


设 守 恒 律 《5-2-3) 只 在 空间 进行 离散 化 ， 并 离散 化 后 的 Jr 
程 可 写 为 形式 


十 一 

C. 1 C 1 

diu, P7 2 T- 2 
二 一 一 一 一 一 g — —-- -- — H 
di AX Pigi 4% ES 


(5-2-23) 
WURC* a m0. WAE (5-2-23) 的 解 具 有 TVD 特 性 。 
a 
Bü3EdEBHix SG. ADRESS AIH 


TV ia j= >; S tuy. up) (5-2—94) 


1 
+ . 


这 里 
1 A (3 40 
S, +| | 一 1 BUR A 1 ws 
2 
因此 


1 xa 4 
ct C | 
一 a Tt . a Ja Ld 


1 en 
=— 2 00 a 
ax 23 Pai Va, 1 _ 
— ch 2 
xx H 

Ko a -{ ¢; 1 tC. a js 1 

十 -= Fro. i 十 一 一 i + 
A 2 

4 一 
“jad joa c C€;. L ? 

z 2 a 


WRC a 0, WF, , NOST. RA, 上 
2 2 


车 同样 的 符号 ， 因 市 
d 
di 


Xx fe A Ri db 25 de HE BS. 


PVCu 0 
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第 三 节 ”高 阶 TVYD 格 式 的 构造 


这 里 将 主要 介绍 两 种 构造 方法 ，- 种 是 通过 一 阶 精度 的 TVD 
格式 迎风 格式 ) HRA EAE AI TVD sl boy Re. BR 
AR NERE: 5H ee L-WKAR WI A A 
“BHR TVD 格式 。 接 这 两 种 方法 大 们 构造 了 不 同 的 高 精 HE 
TVDA. PPAR NLE É D)ESDgoCRACIO. 

构造 高 精度 的 TVD tsk athe) EYRE 一 
种 限量 关子 (Limiter) 5€ Bg ffl et 4; E LGB RS, Bu BB EA i, ot 
"d RACE UR VRBE ER TES ire. Alii EA 子 来 修改 迎 
风格 起 或 中 心 徊 式 ， 以 得 到 二 阶 精 度 的 TYD Mesh. FLA 4 
法 所 得 到 的 TV 格式 相应 的 称 为 迎风 或 对 称 TVD 格式 。 这 里 
所 说 迎风 或 对 称 TVD C de EFT CER SEE. 


一 、 利 用 迎风 和 格式 枸 造 高 精度 TVD 格式 


条 用 迎风 格式 构造 的 高 精度 TVD 格式 也 称 高 阶 迎 风 TVYD 格 
式 。 针 对 守 民 律 方程 (5-2-30 Rw. "C JE BOTT TVD REE. 
AREI Ti T AOB E f 的 有 具体 形式 ,同样 一 阶 精 度 的 TVD 
格式 也 不 依赖 十 数 信 流通 量 的 县 体形 式 ， 可 道 过 对 流通 量 进 行 修 
TERA RE RR OE. WORE HE SIR YT RD te 
PES Ag — i SE KO Eo ERT 
芷 级 为 二 Ax)， 镑 望 通 过 对 流 道 二 进 行 收 下 ， 售 这 一 过 大 的 耗 散 
Wiebe. ddr (5-2-3) "mug SAREE. Aig A H EL 
IER. EnA = f+ 9. FREAD Met y oa F 
方程 
of 


Ou 
ar Ax 0 (5-3-1) 


的 其 右 一 阶 精 度 的 TVD Fl. UO EY FER OE RR TV DH 
HE. 所 引入 的 修正 量 8 与 原 流 通 量 机 比 诬 后 是 一 小 量 ， 办 而 通 近 
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TAPE (5-3-1) WEAR (5-2-3) ByoHiruX. BER A 
F OMS ARE RIE (5-2-3) 的 差分 格式 中 扩散 项 的 二 
导 项 ， 从 而 达到 提高 允 近 于 方程 (5-2-3) 的 格式 的 精 度 。 按 这 
种 方法 构造 的 醒 式 既 提 高 了 至 近 精 度 ， 又 保证 了 TVD BPE. jj 
题 在 于 如 何 来 构 和 著 修 正 量 93 ,在 文献 [15,17J 中 给 出 了 一 个 具体 的 
构造 方法 , 更 介绍 如 下 。 经 修正 了 的 对 应 于 式 (5-3-1) Bude uv 


n end wt +l 
at ah . 1 TR. i | 
j4—. je ft 


2 2 
=u; RCI -@ lo 1 — i" 1 (5-3-2) 
TR 170g 
其 中 
- rf... _ | 
1 =o fede s 
7a ee 
(5-3-3 4) 
j=j tg; 
a= minmod( ud 2 Ll d , NEBULA 7,-14,-1%) 
2 2 2 2 
(5-3-3 5) 
Pal =F 1 TY ac. (5-3-3) 
2 2 
Hiri Poo 
A DE p 4, ere 
EE DP (5-3-3 d ) 
2 Q A | w= 
I + 
T 1 
og z J= $02 )- A( 6 Uc». Zz (5-3-4) 


这 里 引入 了 minmod me, ENS MA 
minmod{ x, YJ-sgn( *)* maxi0, mintlX|. sgnt x 27? 
(5-8-5) 


eid 


xXx — PSEA, WILE BRAY BAS. ORR See eb BY 
fA; WETHER S., WRHAS, 

PD ESE TT i — TY a PE BT eB BR T TYD 特 
HESTEN. 

首先 根据 (2 c, 1 RY, 1 的 央 义 可 净 格 式 写成 


形式 (5-2-18)， 如 果 系 数 潢 是 充分 茶 件 (5-23-19) 则 格式 是 TVD 
m. XTcHÉLRoCIORgEikGO-3-40n HEX (5-2-13) 的 
修正 方程 而 得 ， 它 即 为 对 应 的 修正 方程 中 的 扩散 系数 


Gu af 8 ou -3-6 
OU ax = 4% 一 [o (a) | (5-3-5) 


AERA (5-213) A TVD 的 充分 条 件 (5-2-19), 3H 35 T H 
ERRES (Courant) Zi (CFL) BH, MRR SBA y 
E, Whe (5-3-4) eM oS 0. AK Bee Re 
o(z)= » V(z)m0 (5-3-7) 
te ESET CIB PE oe, og, A EET a 
g,— 9 Ci; ys Hj, uu). giu, H, u)—0 


_ 485a gi «cla, | 
IT + 


¥ 


if -一 此 
2 | {+I ; 


g-—4xo(a) S 4 OLAX?) 


HIE CIR. EET BEEIEB E IEZPR IE SMA (5-3- 
60, 在 利用 9; 进行 修正 后 ， 怡 好 将 修正 方程 中 的 扩散 项 反 掉 了 ， 
And mT PRE. FEE MMH g 时 利用 了 min mod WHS, BH 
取 二 个 自 变量 中 最 小 的 那个 量 . 这 表示 不 要 过 量 的 将 和 散 量 反 掉 。 
根据 式 (5-3-3) ATA 
A. 1 hp B; Hy. ug) 
2 
ACU, u, u, w)—f(u) 


RA ERRP RRSP RAE R, (SRE AE 4X 


z12 


ok, FEA AR SE. 
k A He Ze AL PRE TVD 格式 解 的 情况 。 设 
Ms yp Hy SEN Gy 
此 时 9;—9;.— 0, ES PARRA BIE, Alito 此 
Hj 22s RA Be, FER A Boe EE JE 
TVD 格式 的 一 全 共同 生 点 。 从 而 世 可 以 在 出 ，TVD 格式 是 非 线 
ERL CE- - 般 区 威 内 具有 二 阶 通 近 精 度 ， 面 在 极 值 扣 上 共有 一 阶 
Xe XT tf BE 
KRES. 直接 按 上 而 介绍 的 方法 将 给 出 过 大 的 扩散 效应。 
险 顿 给 出 了 对 os AMBRE, FETTER PRIEST oie. 
$,;—(1-regü,)g;, O>0 
Pe -一 了 1 | 
了 二 1 | 
EE 


叶 (Yee) EXECU HRS g; WE Xf T os BU fS IE, 
M. Wg at ^Y 36 SRI SET REI AT BER. 

EEH T mud d ung AUREL RR A e E 
TVD st, WR SBT RS BR TVD 格式 ， 例 3m. 
利用 MUSCIL (Monotony Upstream Scheme for Conservation 
Law) "Hx AER TVD 格式 、 罗 -斯 市 伯 (Ree-Sweb》) — Br 
精度 的 了 TVD 格 式 、 粤 雪 尔 - 查 克 拉 和 上 BROOsher-Chakravarth y? 
TVD 格式 等 。 

二 、 利 用 中 心 型 整 分 格式 移 造 显 式 二 阶 TYD 格 式 

利用 原 中 心 型 差分 格式 构造 的 具有 一 阶 精 度 的 TYD 格式 通 

常 被 称 为 对 称 TYD Hak, FESPA EE ESE GAB, MS int 


通 量 的 修 止 相 洁 于 一 种 反 扩 散 的 方法 。 xx — Mi AUi FL) 
布 克 (Boris 和 Book, 1973) Heth, FEXCRRC23ID BARD HC 


HIRE T HRS Pe Bt E m). 
ix —- BF SP 2 EE OX EKC242 (FORI L- W o Eg ae — EL fS UE 


TVD AX Bm E. 
设 有 标量 方程 
TE Gu 
ET te— y 79: c= Her > 0 (5-3-9) 


SA AY A 4 x nap Be y 


uj; — và i] 2 一 C1 — PYS } (5-3-10) 


很 明显 ， 访 式 由 两 部 分 组 成 ， 其 一 为 通常 的 一 险 迎 风格 式 ， 万 一 
Xo BH BETES, SCRA, L-W$8cGX^ TVD 格式 ， 可 通 
t PR il Be eke BB A RR MAER (5-3-10) 的 
变形 方程 
vr — uat Và — 19; . 一 ] 一 条) 全 m | 
(5-8-11) 
He, BIER. RRA RAS (Limiter), 3] A WR 
RAST BJ)EHB) EHE 553 AHE, Be et PER H pe E RR ni] f IE. 
HAE CRP RM) Wai, PRA TVD HR. fx 
R240 PRR o; A r Pe, OP SR PETA OE ni ELA 


Lo Ox 
anh — . +o 
eM; 


PIES Te RHE Be SR ORBE B] 4-9. 以 使 式 (5-3-11) 为 
TVD, BARGER RA COIR. A (5-3-1 HE O8 
f v EX 

s= EC a éWHC. a uw (5-3-12) 
j-—- #+—- 


C. 


1 
+ cL. 
i z 


= 0 
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C^ 1 =Y tuca yo y $C. (5-3—-13^* 
2 zy 


Hak (5-3-132 PHE% E, WM n] 3 xil 
* u 1 Pir —— 
C 11 z (1 y [See PC rj) }} 
(5-3~14) 
METH St ?中 的 量 间 以 限制 


pf 一 Pr) EL (5-3-15) 
MATER 
?|e eh a-r] 
2 
(5-3-16) 
MARA LA TVD 的 充分 条 忻 (5-2-19) npn, AE 


oxC. 1 <1 


E 
出 格式 (5-3-12) 4 TYD. AEA (5-3-16) 可 Xm. ¢ 4 m 
METERES., APIA AEM, 5E X 
Q(r3—0, *r<orn 
Wt HEX (5-3-15) mf HDI BE ZEE & AY FS il 


0 «( 5, ecr))«a (5-3-17) 


四 此 可 知 ， 如 果 限 三 因子 fr 位 于 图 5-6 中 的 阴影 部 分 . Wu 
xt (5-3-12) TYD. 

EA Tee HH TRE TT L- -WAA o= 1 说 曲线， 以 及 对 应 
T HH- Eb HE (Warming-Baam) 38 MUR T 


l o(dr—v2Ovém, | (5-3-18) 


| 
a7) = ut Po — Ay 1 9 


的 P= Y A PER. 


215 


qi) 


F5-8 TVD 
EEN Teir) mre 
CUT )—min(2r, 2), r 20 (5-3-19) 
ERHET Aik tA TVD mbH Se A a, 
BOS @ Cr ) AAPA CLARE SURG ABA A Bie GE A 
EAP TS Ome Cr = o0 fe Re EAD RI eR Cae, 
从 图 5-6 H H BE Si, LBA Pi, B L- WR stm 
H-E EAR TA ZpcHiid e 12 1 点 ,这 是 对 上 县 有 二 阶 精 度 
AR SCA SER PRAY EES Al, 任意 利用 网 ARC, urs, Bry Hg) 
PENRAS — re PE pg a5 dio OR A iK M-i 
38 pb ARNEL EE, ARR BE BAT SE a 
PCr j=l eir pee hor pt a Cr Pr (5-3-20) 
O0 x. 8 s] 
HITeUU—1,.9U"—r, Aig 
pPit)—-1-ü0trotr— 1) (5-3—-21: 
ge AL - Wes GE Ee Bits OA iR AR bh ee Te my SR ve 
Wü. REHAT ATA. Sc (a Sc SBA Sh a PBL BSR, 这 
eA TY DiS AA VAR BAS 9:7 ihe (IE 5-6) 4j 


2318 
山上 县 有 二 阶 精 度 的 TVYD 格式 对 应 的 限量 因子 fr) 之 变化 范 


1.0 


ANE", 
AEN", 
A. 
AN, 
AM. 
EF, 
if 


0.0 0 2.0 F 


图 5-? — Br ASHET VDE 


TP Mee LP RRA OCT) 的 具体 表达 形式 。 

1l. PRB RIT (Roe-Sweby? 

pi r )—maxíiÜ0, min(ér, 1), minal *, 63} (5-3-22) 

1 x 5x2 

AL e — 2 bef Bg 8277 A) Ex E P dE (Superbee), € Æ E 
5-7 中 的 上 界 , H4 6 = LP min mod Seth; 277, 
对 一 般 情 况 中 的 变化 给 在 图 578 中 。 

2， 范 利 尔 【Van Leer) RBA 


Tr . 
Pic r= E (5-3-23) 


ZAR oo Hee, EETA n ia TERS 5-9 中 。 
3. dr du RA- 8 BR CChakravarthy-Osher} 限量 
by ter 


QU )-—maxí0, min(27, 12, min( 7 , 21; (5-3-24j 


其 变化 曲线 给 在 图 5-10 中 。 
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Z.0 


i 5-8 


Z18 


g^ 
2.8 
ee ee a z- 
Eon O Z 
| mE 
1.0 
| 
| 
l 
| 
0.0 1.9 2-9 Pa 


Hii  Yrigdy m SS RRA 


三 、 对 称 障 式 二 阶 TYD 格 式 


(—) BRA 

1984 ER HEW (Davis) ^? 将 前 面 介绍 的 罗 - 斯 BA Ros 
Sweby) 二 阶 精度 的 TV 格式 改写 成 两 项 和 的 形式 ， 其 -一 为 二 - 
友 格 式 ， 男 一 为 附加 的 守 伍 型 耗 散 项 。 此 后 他 六 将 这 一 格式 进行 
Tih, ®t torent TVD HR, BRP RER 进 
fir 18] 79, SR RE eR HED ARA A Sd 的 
具有 二 阶 精度 的 隐 式 TVD fe, 

现 将 方程 (5-3-11) 改 与 为 如 下 形式 ; 


aiat vii 二 + Mw — 3 ( l| Yogs 


—-lAayii-ivyD 1—Q.  ; jaw 
2 j- 


i ja (5- 3-25) 


4 > vici oio(1 - 0, (i 
Zz 


Pot 
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其 中 右 端 项 的 前 一 部 分 即 为 通常 的 L-W 格 式 ， 这 里 不 骨 要 求 xL 
(5-3-9) PARE e WE, AGIDO PARRA AQ, a 


2 


kEm., CBE 


一 十 
e, s =r; i Joa) (5-3-26 8 ) 
2 z 之 
Q0; * EZ 2 
Ped T Siu’ jT Dx (5-3 26 b 2 


TY iiA th JL SS Bm E 43 GAT 
Or, rJ-—minimod( 1, 7)+minmod 
(1. 7')— 1 (5-3-27 4) 
Qtr, M™)=—=minmod{1, rm, r^? (5-3-27 b ) 
Qr, P) minmod( 2, zr, 2, Poner) ) 
(5-3-27 € > 
Qir, r')—maxi0, minl, 13, miar, 2 )} 
c-maxíOÓ. min(27, 1), minír', 2) (5-3-27 d 2 


TI P" 
Gor, rr l (5-3-271 e 3 


(5-3-27d ) AF AA (Super bee) EX EE T. (5-3-27 e 0 为 
范 利 乏 的 限量 因 于 。 式 中 含有 几 个 自 变 量 的 min mod X* m. 74 
4 S33Xc8 B SHS. ABBE A AH le FS Ber 


(asm Mit. 
Patch (€5-3-25) fü mrs x np EL A 
广 
-p 1 à 
EE € Chers) n ACO, + *lel 
V1 
“| 1 一 Q, au] u^ (5-3-28) 


有 条 用 这 个 数值 流通 量 和 式 5-3-2) KAA, gb RI X 
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Fx ABE AA SOR ARE oe aS ol, RAE A, RA 
TA, HE T ver NE ES] E Se SETTE dU fto fx). pa HER 5-38-28) 
出 含 太 和 项 而 合 得 定常 解 依 顿 于 步 长 比 。 为 利用 隐 式 格式 求解 定 
fo] RE ES] AR IEEE ic 项， 即 取 数 值 流 通 量 为 


- 1 . 
5L " = 2 jotta) lel 1 — 0,, 1 Jom | 


， 
! 2 3 


(5-3-29) 
现在 来 讨论 为 使 格 让 (5-3-2) 和 (5-3-29) 为 TYD 的 充分 
条 件 。 此 时 之 格式 可 以 下 号 为 


m+] 

n ^ — 00 on t - 

LE pt 9:4; — C y ad] 
2 2 


-—-u;— A {Í -o| z; DM (5—3-30 & ) 
2 


i 
TUE 
其 中 
Q. 
x 1 1 i+ | 
C ; ) =e 1——5-Q, a tz 一 
Zz ZE 1 人 
| 
"s 7 l 
C. 1 =Q i 
i? A 
(5-3-30 b) 
1 “i -二 | 
~~ 一 1 u 2 
C, 1 | e | 1 一 2 Qi. l 十 2 r` | 
j-| ?»e«o 
j 
C, 1 = 0 | 
dim 
(5-3-30 c ) 


此 时 对 应 于 式 《5-2-19) 的 充分 条 性 为 


Q 
i 二 -一 
0-A(1—825c|1—-1-Q. ,+ 2. 
2 “;-1T 2 
Zz r. 1 
i+ 
<1, 620 (5-3-31 a ) 
Q. 
1 1 SEES 
ocxC(i-80e|i1———-Q. ,4-l. 
2 į + — 2 十 
2 PL 1 
i 2 
<1, ¢>0 (5-3-31 b ` 
-NC o, «oO (8-3-31 e 3 


d 


AHEM, XbocOxIr-0, 如 时 Cc > 0 at RR 


j+ —- 
Oy 一 一 <2 
i E" 1 
Pe 
Q. 3 
——* _9 « á 
+ i-a pe ^7 (5-3-32 a 
J + 
à 
1 
eS 1 —g 
a c« 0B 
Qoa 
Q., | 一 一 一 一 «a 
Eg F. ol 
d 2 
Q. 
a <a 5 - . 
六 Cieb^aàQ-e)xer 2 3-32 be 
-一 -~ 


Lae 


1 
MA 《5-3-31) 充 分 条 性 将 得 到 满足 。 由 于 
1 
AJel<a kg 
i 
2 
RTI aye ?*79 


将 未 远 是 正确 的 。 现 设 忆 和 QQ/r AEE. WRD E ir 60 Qj 
中 条 性 
Q. 所 


=+ .— - 
f ki 


Q 1 
i+ 2 0 D 
€ 7 0*7X(01— 98 eT™ 4 (5-3-83) 


ro 1 
中 -一 = 一 一 
d 2 


2 
Ale 311—585 


OU aT PAE 802: 4 X 3x 45 TYD 的 。 

apu 89 #2 spy SB (5-3-27 b) fü (5-3-27 c) Bie 
TA (5-3-332, Ask (5-3-27) pa U AF, Qi. 195s 

. XXE HIE EEG AERAR RHAL LEANE, WRR G h 
swo wih 84 sso Te Jr We RUE aS By 22 a TA 
F., gui) = 0 MB BR TVD RR. Fee = 1 BS RRTVD 
Ei. GRR A = Sh SR EMT BD T FUE — BSS E, 

(DO RSE£ZTESRA isa 

Ce ARR TVD Bake PRS CEA a, 与 方程 


Ou — af ， -l 
a ae 7 {5-3-34) 


对 应 的 数值 流通 党 为 


1 r 
h., 21 二 Efit fad — quls 1-9, | 
2 - 2 2 
x & | 3 (5-3-35) 
FTU. 
这 里 5， 1 =H; M Ea, 1 = ORY RH EROS DE US 
P4 z 


&, 可 取 邵 下 之 修正 形式 来 消除 这 一 问题 


"ul 
h al Hl dutt ofa, ad 1 -Q, | 


2 
x å, 1 J (5-3-36) 
xx Hv fea, 1 LLL ER, (5-2-12) PR AER, EHR 
2 


如 下 之 形式 
EN | 三 |- 和. 
yir =| (5-3-37! 
A, pz xL. 


3t (5-3-36) 中 出 现 的 a, — , 定 XAA (572-7), BÀ H eR 


Q. 


H 
EN 


VIE) roo 的 定义 为 


r — — — ——..— 
l 
J + I +> 
(5-3-38). 
G : Hu 
| ) + 3 Ó + 
+ z E 
P = 
f + e 1 | ra „i u 
2 3 


Mies (5-3-33) 的 差分 格式 是 TVD 格式 的 充分 条 和 件 为 
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Q, aia (5-3-39 a ) 
2 
9, ; 
- Cá E (1-—8) a Á i | — 全 (5-3-39 b } 
j + H i g 
" 1 
! E e a 2 — 2 (5-3-39 ) 
E ATO) fa, J - 
J +l. d t 
2 
à 
Mi (975733) 


上 面 介绍 了 非 线 性 标量 Y E WAS TVD eR, PIA F 
Q(r. ) 的 自 变 量 由 式 C5-3-38) MEN., Bw 了 世 可 定义 六 
式 (5-3-26 b), Amit a A {Ek AE Fis KAE AEE G A EAE R 
ROCH, (Gf (5-3-28 b? SfrilBgzhGR C Jj Spe, 

(m) FARAHAN se fL 

Jude ee PRR ERTER EA, RAT Shas TVD X 
都 是非 线性 的 。 这 里 针对 非 线 性 标量 方程 介绍 隆 式 了 VD 格式 的 
一 种 线 化 方法 。 

SRA (5-3-2), Haw (5-3-36) Baci EG HI 


1 
ae Bl fing ONSE -9,, je] 
， 2 2 
ag T | ' 
一 2 T ti- 1= 8; es 


=RHS (5-3-40) 
这 里 RHS 为 在 # 时 间 层 上 的 已 知 量 。 
现 介 绍 紫 种 线性 化 的 方法 ， 一 种 是 非 宇 但 形 式 的 ， 男 一 种 是 
ST TEJE 385), 


2205 
首先 介绍 非 字 异形 式 的 式 〔5-3-40) MEER., iti 
方 两 个 搬 生 内 部 减 以 方 ， 并 考虑 到 式 《5-~2~7) 则 可 得 
nal A | | T LL 
a Aa, a ofa, 1 IE -9,,.)| DIM 


2 2 


[T Lad 
-| —8 1 -»[s,. Jie. 3] Gz Hii 
UR. PU. T7. 


— HS (5-3-41) 
MRA LMS AB Rete Oe «BY 4S SES H3 
SATE RFE, BS ee a E) SB a SP 2 
REVERE TORS. FY Fe PP A eA, RAEE PI] BEI 
R'E: sR (5-8-4139 之 Q. „1 70, 


d 


inp fH oS XX 
ff 和 =a Aa + OCA) 
这 里 < —fu, dtu 之 系数 取 在 7 时间 岩 上 则 可 得 守恒 形式 的 
SRA AT FE 


^ 
AB | n " 
l 13 ayy + mT 
#441 十 一 drm» la | | 1—-Q , Joi 
2 Pt > 


L 2 ) i+ 
— a,.,u; d v (e 1 | 1 一 Q^ 1 Jos e j^ 
1 Em J 一 a 
(5—3—42) 
成 写成 形式 


€ OU p, + €, 0, Edt = — IG + —h^ 1 | 
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tefe \f1-@,, l ) 


st (5-3-42) 用 于 求解 定常 问题 时 可 取 式 左 端 中 之 Q，，1 = 


0 ,事实 上 式 《5-3-42) 并 未 被 证 明 是 TVD， 但 实践 表明 它 可 以 
SP tH Aer ap BER 


上 四、 含有 源 项 的 预测 -校正 TVD 格 式 


到 和 肯 前 为 正 所 讨论 抑 方 程 属 为 齐 访 方程。 更 在 来 讨论 非 线性 
非 章 次 的 守恒 律 方 程 
au af Cu» 
at ax 
HMR TYD RAER BSN ATK PRM. AAPG 
徽 分 方程 的 解 岂 不 一 定 有 这 种 特性 ， 但 人 们 还 是 希望 方程 之 济 次 
部 分 共有 TVD 特性 。 
为 求解 定常 问题 ， 和 避免 中 问 之 边界 条 件 处 理 和 节 符 内 在. 
将 具有 二 阶 精 度 的 TVYD 格式 推广 来 求解 带 源 项 的 最 简单 办 法 SUE 
先 将 源 项 考 碟 进去 按 通常 之 两 步 法 进行 冰 解 。 这 里 包含 了 着 测 
(Predictor) MEIE (Corrector), 最 后 一 步 为 将 由 预测 - 椒 下 
Sb ie AS EAT PA PER IE. Faw Re RR. 
gf? —u— ASL PY + UST (5-3-14 8 } 


= SCs) (5-3-43) 


ui = ah Taj— Adaf + AES iS (5-3-14 b9) 


2 ( J 
aimul ay 1 —¢ ° 1 | (5—-3-44 c ) 


+ — -— 
IT g ivy 


其 中 
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2 
zi 
Y = Ad, A m ix 
aci , £e 


= minmod/ 4 z. 
je l \ t + 1 s j -—L 
2 2 2 
* miumed ( 4 , 1: e à 1 一 地 1 
十 一 = i+ j + —— 
2 2 
Q,, 1.7 minmod( A, 3o ups 43,8 
2 2 2 
Ô. 1 ^ minmod[ 274 13 24, i> D. aos 
f+ 一 一 j + 一 三 i + 一 


l . 
21 A 1 一 au c A 7 «J| 
P: 2 


"BS 一 0 并 方 释 为 常 系数 情况 ， 且 上 ”，1! 是 取 在 "点 上 而 
了 


不 是 a ab, M—F EE TVD 89. MJETET R OE DD ub EH 
这 一 和 结论， 但 对 一 维和 多 维 数 从 实验 表明 ， 数 值 解 兢 有 类 说 的 
TVD 特性 。 

上 面 介绍 的 这 一 方法 有 时 称 DVD 老 科 马克 格式 。 


第 四 iy TV Des CAD 8 nn ig pv. Hi 


Wetie ke ABABA, ATTA EH 757; TE SH 
Oy Ə KU 


a t ax 9 (5-4-1) 
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A A fE BT Ho s ee 


iX HL U 30 7 Ade 4} RE ee, RE AT SUPER GE dB At 

(UD *uszf& dp REDE. GMAW tH B AE EZ 
A—SUAS 

AP A-———mirtg A'CUO AB Rt TROBER 

S^—— — i PRA zd He E Xi EE RI EH Ze REPE, 

S——— 18 AS Ze EAE £118] BEER. s ES, 
SUS), cS RUD 
S-—i(EU c. EUM 

前 面 讨论 差分 格式 的 TVD REN, RS iho 程 。 对 
一 维 常 系数 双 曲 型 方程 组 也 可 很 容易 地 构造 神 rv 的 TV 格式 ， 
只 要 将 方程 组 化 为 特征 型 就 可 以 了 。 然 而 非 线性 双 曲 型 方程 组 的 
解 荐 非 一 定 能 保持 解 的 单调 福 。 这 里 所 说 的 TVD REY 
只 是 形式 上 的 推广 。 现 介绍 采用 洪 结 系数 的 方法 进行 推广 ， 册 将 
ERAR REKKE, 


(5 wu 
W-—SsU 
由 可 得 特征 型 方程 
av" aW" u —4— 
“ay tA an Oe A = Br (5 4 2) 


BART, 1 为 Uy M Gin 的 某 种 对 称 平均 
z 


Ü . 1 = OCT py Ua) 
joe 


A 1, S. LAS, o PHRF EM AO i) 
站 二 一 一 一 Pt 7 *—3 i+ 
Kris dA. SHS", 
$E X, 
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(5—4-3) 
n r RE A PR (6-4-2) 构造 对 应 于 式 〈5-3-35) FSA it m 
Bm, A ma CSA SS RA SE eR. AURORE aS Se 
分 格式 天 变 到 守恒 变量 中 去 。 按 这 种 方法 可 以 得 到 如 下 之 单 做 数 
TVD 格式 


i 
oya 372" -at jagaa =a) 
2 


«(27,747 a) (5-4-4) 


其 中 


| 
à 


这 里 看，，1 AmE, HHO CR 


时 
1 73 


Q^ anol (r^) P. l2 (r*) ^ al (5-4-7) 
2 2 


了 + j + 
* LE 
(r 1 | 一 EN (5-4-8 à) 
j 4—— h E. 
US Ment 


230 
点 
r+ Ajaa dag, s 
1 | —A— —LL———2.— (8-4-8p) 


k =- - 
Tiad ME, a WaR, RAY disk (5-2-12) Big x. 


j + + > 


2 
A (5-4-8) np R H3 f8j 4E JE X 
a k 
& Fi s a 
ro = , Z + 17103. EN 
Pei. k | 
2 a jal z e. 1 
a DTP 
(5-4-8) 
XA (5-4-8) füjjp 4H £R fe E SCR 
EIU; t ESU; t EU; -— [8] 1 —H " 1 
Dto. |o 
(5-4-10) 
GUSU —u* 
Ag j 
E= -y [=A — K a) 
2 
p Í 
E= -y P +l. f5-4-11) 
2 
E= f -+ 4x, 1 十 下 1 | 
į --— 了 +——- 
2 ? 
K. tl aÜ C28) , z-i (5-4-12) 
£2. 1 — diad ¢ A* 1 1—Q* ] 
it Lo 0m RI 


这 里 diag(2") KRIAR, ERMA et, A (5-4-59 
ZS'O TSRER 


SD, 


不 难看 出 ， 


1 = SRR. x 
ES ar a 
= ^1 Tto 
CS sS), 1 46, a U-R 
EEK ，. 


握 出 了 一 个 简化 的 处 理 方 法 ， 


(S AS). | 
二 一- 


这 里 是 依 琅 于 rr ， 


MH Ce, 


— 一 十 
~ 可 -7 1 9 六 
z 2 


i Hy bs e, 
2 


Pes p+ f+’ 
A 1 = max |à 1 
J Mur È Rn" 
G 1 U, Ó 1 p 
^o qM i 
it 3 (944-14 ó j-U) 
2 E. 
(9, +3 Us à pU) 
* — — 0 . 2 . - 一 一 一 —— 
Jo ft > 1 Us Ó 1 U 
2 \ Pot 2 J + 
" 》 表 示 内 积 。 
多 给 出 相应 的 简化 形式 为 
a - l s . 1 
- (^: EE nits 
| ee = 
1t (* Pool a j + ) 


£31 


{5-4-13} 


1 的 引入 使 计算 工作 量 大 为 增加 。 戴 给 斯 


m (5-4-14) 
2 


Tim x m 58 fi RRR, 


(5-4-16 a} 


(5-d-16 b } 


A82 


ce e 
( j+ d s j+ 1 ) 
r + EU 2 2 
* l1 ™ -— T 
i *—— a 15» €. 1 ) 
2 ( 1 t$ Jot ; 
2; 4 Q* 
一 Fe 
À = dà -—-— 


0101 
ra 2; (a^ oy 


h 
A; i. aT ae 
iY MC 1 
Å Pt. 


SEBS At BH, MEAE LI BS fp AA TE AL — Tr i SP on CRI TE. 


if 
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第 六 章 ”数值 解 分 辩 率 的 改进 
其 他 类 型 高 精度 格式 


第 五 章 介 绍 了 其 有 TYD 特性 的 差分 格式 ， 在 这 一 章 中 特 jT 
馈 其 他 类 型 的 高 精 汪 差分 格式 。 第 一 节 将 介绍 作者 最 近 提 出 的 利 
AFERE ERGA ER AE. apEUE sz]. Eaux 
一 夸 想 可 构造 一 些 TVD BHR. Ze GEHE LT A MEE 可 
HEAS, SMTESSeAM BEAR AR C= Br a N ix 
XX) RUSENE4EH 35 Pe Pea ea, GB LR ee AR TE £5. 
散 协 调 因 子 的 迎风 紧 臻 格式， 第 三 节 和 将 介绍 NND E 式 ， 第 四 
节 将 介绍 文献 [120 中 发 展 的 MmB 格式 ， 最 后 两 节 将 分 别 介 绍 
CSCM 方法 和 滤波 技术 。 


第 一 车” 耗 语 比拟 法 构造 差分 格式 


mE tb Ei Edu 
Jg EL, FRR TARE 


au of —T- 
ou Gu — FEM 
“at + 8 ae HO aah (6-1-2) 
ou af 8^u r 二 
Col ^ ax ^ gxi go 


st (8-1-2) ATÆ (6-1-1) BUJE^FIBJÉSX. AA A. x 
非 线性 双 曲 型 依 答 分 方程 解 中 可 能 帮 闻 断 产 和 定 。 在 衬 用 区 十 六 得 
求 遂 气 副 问题 上 时， 即使 解 之 初始 分 布 是 沧 请 的 ， 随 时 间 之 失物 解 
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CF ELS BE HH RES So ch MD LESE Br ep BE Rt AL oR EE x S9 PR IS] 
Rm. Efe] Bb SRP ee SUPE EA eA A RE EERE 
He p cm du SS} Py ae A A eS ee. — BR A SB AE d 
会 有 振东 产生 。 在 利用 N-S 方程 求解 气动 问题 时 ， 尽 管 由 于 耗 
散 项 的 存在 其 解 应 是 光滑 的 ， 但 由 于 计算 机 染 仁 的 限制 使 网 格 趟 
AE TCHR HHH 40. AA TE E] Hf n BB ES eR A a 73 ui ur SEHE 
Rint. BPRS. MRP RPA. X 
ie Lhe GR N-S 方程 都 极为 复杂 ， 无 法 对 其 解 的 行 沪 进 
行 分 析 。 这 里 将 通过 启示 性 的 分 析 方 法 探讨 产生 数值 振 芝 的 原 
Al. Fe WSR ASHE. 

X135 2-7: 8 p foy ur( ET od BOR UPT OI PE EB fT 
JS. FER Fe BY RE BES 4) ERA A ATO fe vb BE 
WR. WAR C6-1-1) 中 之 SHEESH, Ait Ao ee 存 
ft, BM 。 一 0 时 方程 《6-1-3) 的 解 趋 于 方程 (6-1-1) 的 物理 
R. EF (6-1-1) 之 解 的 间断 面 附 近 式 【6-1-3) At bI SES 
度 很 大 (e 足够 小 )， 但 解 是 光 请 的 。 本 节 所 讨论 的 激流 是 dH 
应 于 小 《6-1-3) 类 型 的 激 波 ， 或 称 N-S 型 激 波 。 对 这 种 火 型 激 
滤 是 可 以 采用 差分 方程 的 微分 近 忆 来 进行 讨论 的 。 设 有 一 里 一 
N-Szc3E:BiMPE (如 图 6-1 所 示 ;)， 现 只 讨论 图 6-1 Poa) We. 
对 图 6-1rB Cb) 可 做 类 似 讨 论 。 离 开 激 波 之 中 心 和 解 向 左 方 各 加 


(a) 


Hel RARE eS 
(a» 3bj-—JkEBt,; (6) BIG. 


Bia wt uuu! ARRAS DU (^. OTE Sh DE = 
HDA SMA. FRTR PAR OTR A, 一 阶 导数 之 变化 将 划 图 
6-22 (a) Bim. ABRAM LS. fT. D Om 
Hy — Boy Se ae SE at aS AR AP. RE 6-2 Ca) OS ERU GS 
— er ee Se tei, RUF 6-2 Paz 055 Bra. AME RJ By iy F 
煞 和 能 变 人 情况 。 园 6-2 BARA EC f —2/2)5 Z HE Wi 
和 解 综 制 的 。 一 般 说 来 ,可 以 认为 在 人 -SS 类 弄 激 波 附 近 的 一 个 小 区 
内 解 赵 单调 的 ， 其 一 阶 导 数 在 这 一 长 城内 保 圭 口 蕊 的 符 导 不 蛮 ， 
且 在 激 波 的 中 心 达到 概 值 ， 二 阶 导 数 穿 过 激 波 将 改变 目 己 的 符 
时。 随 解 之 导数 阶 次 的 增加 ， 与 数 之 振 洗 频率 加 大， 振幅 增加 。 
上 曾 的 订 论 对 在 滞 波 附近 解 鬼 变化 情况 有 了 一 个 大 致 的 了 诅 。 


uiz 


(5) 


wih 


(c 


图 6-2 ”激流 附近 4 前 各 阶 导 数 变化 示 登 图 
(a> —BErS E, CoD oe SM 
(e) SRP, Cd BHR, 


—, HRs 


(—) 耗 散 比拟 方程 与 耗 艇 比 所 系数 

首先 以 方程 (6-1-2) A HRH. RAD Shr Se. 
24> 77 FEE AE AE DI — E EDS BY op fe. 位 
(EET PER AE IE JT PERI ET PERAE -P E 
0 对 了 解数 值 解 的 行为 是 有 益 的 。 设 对 应 于 或 《6-1-23) BÉ 
E BX fo A 
G= 0 (6-1-4) 


WEGA u (xtA 的 线性 纽 侣 
(T(x := ^ cua 十 (6-1-5) 
l 


Xo GEBUNERYTDETR:. Aha 种 满足 如 下 之 相 容 
关系 


a= U, S ai= 1 (6-1-6) 
I l 


对 应 于 式 〔6-1-4) 的 有 具有 名 阶 精 诬 格式 的 修正 上 方 各 为 


" PESE 
ti OH 证 Ë uu u 4L 
"ab. EG CBX = atx ax {Tutt (6 1 7) 
_ 1 Tas -1- 


它 依 整 于 具体 的 差分 格式 。 在 解 的 大 梯度 变化 区 3 守 0, BOR 


式 《6-1-?》 下 的 高 界 小 量 可 得 


ou Fu a du 

Hg 8 fxa Du - 6-1-9 
a” "ax xac Be ax ( ) 
pga P f 2 (6-1-10) 
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在 以 后 的 讨论 中 称 式 (6-1-9) ARE LAU; fü. 6 REP DG oS 
系数 。 

(二 ) 防 上 数值 解 振 荡 的 一 个 启示 性 限制 条 和 件 

在 文献 32 中 给 出 了 为 使 格式 是 稳定 的 一 个 必要 的 限 削 条 
Pb. - -能 说 来 ， 稳定 的 差分 稿 式 对 应 的 参数 sign( a )Hu 不 一 定 为 
IF, 机 如 ， 工 - 芭 格 式 所 对 让 的 这 一 参数 在 穿 过 NN-S Ree a ag 
改变 自己 的 符号 。 为 防止 数值 解 中 产生 非 物 理据 莫 很 口 然 旨 水 
sigi a u 0 。 3X--BE aA TS fT APR ASS Pe GA. d 
RR T funudedefrX. y phabW2UIH E Bode PO HE 
行人 下 干 子 。 现 对 几 个 有 具体 情况 作 --- 简 单 讨 论 。 

l k=] fü 

itme =o. W RAPE jo mok B— signé a hioj, BOX ER 
ATCF3UBBEEBRELEdU EE. A AT MAA 2 fe oh 


9 a 
2. k — 2 tae 
^u au 


“= Bd ae 
AXT axt / ax (6-1-1143 


从 对 解约 行为 分 析 中 可 知 ，# 在 激 波 的 两 侧 有 者 不 同 的 行 号 ， 内 
ite aE Fe — (u np 8E P7 ^E TS (eC E. 
3 k—3TX 


8*8 au 
= xu :一 。 -一 一 
8c ax? ax 


(6-1-12) 


RRA oS ERES NRI. Ae —OSERTÉTERH s — 008 
£ «089p. pir feuis 8 du Sp RI A PE 
EE ES IJESETIEJPÉE (6-1-2) 进行 分 析 的 。 可 针对 守 
恒 型 方程 《6-1-1) BMPR MLR. 此 时 半 
Bi REI Be 3) E O, 
gu l 


ài "ax 4-9 (£—1-13 
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x E SELLE f(x 十 1Ix) HAMAS 
FCx)= dia f(x +142) (6-13-14) 
f 


f= fCuix, tjs fix, 10) 
HARES HERI. HA ee 06-1-140 BH 
JE XX 

Fx)-h, —h | 


— 


2 2 
ee 二 ax- de 
i 6-1-15) 
ha 为 数值 流通 量 。c ME 应 满足 一 定 和 的 相 容 关系 。 利 用 式 
(6-1-13) 所 得 到 的 修正 方程 为 


g^ 
EY +- a aei OD (6-1~16} 


c ME SA (6-1-8). STR RE Re LE ARE Be L5 LO 
XT A 


an af — 8 gu au 
a'f / af 
— Ee] 一 =- 一 是 一 
E = Ax | 2 Bx « (6 I 14} 


为 消除 数值 振荡 需要 对 4 进行 干 予 使 >0。 


三 ， 耗 散 比 执法 与 TVD 格式 


RM EEB tiect aim. ee ee fe a E H 
系数 二 进行 人 工控 制 。 在 进行 人 工控 制 时 应 注意 不 影响 奈 格 式 的 
IE. 不 难看 出 ， CE TVD Ha SR A TT 
构造 。 

E k= 2 F, H (6-1-17) M (6-1-18) DEF RES. 


并 取 o 一 - 。-， 则 对 应 干 中 心 差分 格式 的 数值 流 通 量 为 
1 一 
^ excog; rti, + "UT (8—1-19; 
RER 
ü 1 dail, 
j+ 2 aif; peel. 
== 1 -r7 (8-1-20) 
和 2 l j+ i u + (8 at 
+ _ OF tay raat 
"P. l1 of (671720 


8: 和 o: BLY UR MAO ERG. Ho WRR R 表达 形 


式 ， 以 后 人 逊 将 进行 讨论 。 到 目前 为 止 还 不 能 保证 耗 散 比 氢 系 数 为 


十 


4p. Ae > 0 对 式 (6-1-207 需 要 求 ” ， 4 之 1， 这 可 通过 
2 


第 五 章 定 义 的 minmod RRR. 下面 给 出 构造 了 TVD 格式 的 
例子 。 

(一 ) 3., Wie, MATA AY TVD 格式 ~ “ 

FE (6-1-20) 中 的 ARREZ (Limiter)O, | 1 来 代 


ae E 
10 ) hi. aj]/* (6129 
à 


AT Q — SL RACER S. ERLEA WH DOR BIG 
2 


TB x. 
(=) EW., IMPOR BRAY TVD RA 
4 f =u 4 ARN, RIERA RE g 对 应 的 Y, NEU 
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= 0, Miep xu nr xe EU ESSE. a ja ee 
村 后 可 得 到 形式 为 式 (6-1-22) PARETARA. tf 
Pag Bel t BE D S 


l . - 
Q. 1 =; E r. s 
i+. 2 | fac. 
2 ~ a 
+iminmod | 1, r; N n (6-1-23) 
2 of 


四 、 高 分 辨 率 格式 的 构造 


会 照 对 耗 散 比 所 系数 的 限制 条 件 给 出 几 个 通 近 于 音 个 守恒 律 
方程 的 格式 构造 方法 。 

一》 到 绝对 值 的 方法 

参照 式 (6-1-18) 对 应 于 有 一 2 可 


z 


E 
gd. f nM f 
EIL 


jot 


j 


(6—-1-24) 
RE a= fa OU AMT fg BEA. 0,25 — Bp 2E 4. 在 文献 
£307 mn Re 
| 


= 5-6 A+ SEF nal) (6-1-25) 


Å , 1 | = max lid; TRIP [SEF ils Iz f; 


2 
(§-1-26) 
EMT RH SIE T BB a. FED C305 p Ay RI ARS 
EMA irm y (HMR. BAT ReWTRAR, 
50 利用 简单 minmod Riz 
36 -P ROR A EE all HT ie RELIES TVD 格式 时 已 经 Hd 
S|, ix HAS HE arp. ZEA A] minmod BA HIS AE 可 对 式 
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(6-1-1) PRMD upfry4R X. Bp f HPs, BRE ZRAE Pe 
f PE PER Lh RK 

(E) 利用 对 数 函 数 法 

FER = 2 ATR (6-1-18) 可 形式 了 地 得 到 


u a do -an( 刀 jej 


j +- Bx ax 
naf 
7 In Pim | ur + 
? 
WI EEA ALTTI BH £6 HUC 3D 28 cy 
ER, a cce lnd, 1. (d | (6-1-27: 


Oja L 7max] Ea Q,. : H QA e] "6-1-28) 


XPEDAERDÉCQ ，，: 可 取 不 同 的 表达 形式 。。 的 引入 是 为 防止 在 
l 2 


及 点 上 对 数 丽 数 出 现 奇 忻 。 根 据 耗 向 比拟 系数 的 定 交 可知， 通常 
RE TERIER ew Ax WP ERIE. GEEK E e EE NE. 
(m) CHRZAN SIA 
ines fel SR ze, WU PR eK BU fX IE y 
FEA 
ös af _ zx af 


Bt — 0X — 6 gx? 
3| A. ~~ t& E ERIS A TE 


一 nee 


_ (qd isl Z 
Bu ) 一 osign Fli laf p Sign( a ), gc 6 
"6-1-29 
其 中 afst fox tee 1 了 rr 1)。 构 造 如 下 之 方程 
au af , 8 ^f ; " 
Pom A ge CR oc) Som 


不 难看 出 ， 对 应 于 式 (61-300 BURR RM ELA E i d un al 5g d 
Ep MERA (6-1-30) Pete Z teak, H H Se iy} — 


3244 
BA EUR O% se” ST SRT R L0 WT Re Jede D ex jy. 
MAA 0 EU (s 98 Ais. 
A, uBYEXHHASS T Rag Ex 


《一 ) — HEXX HE 72 75 32 ZH BT RE HS 
设 有 一 驱 曲 型 方程 组 


0 , 8j - Se DG) 1- 


U Rf Ap SF a) ey, JET H ERE AT K A E R ASE f I REME [5] 
E. HxsE (6-1-31) WEARER 


E + ef H1 —H, 23 - 0 (6-1-32) 
DTP. EN 
H , EMT = HS pets Tta U ts "t. U tetas) 
z 
如 果 Ho a 简单 地 由 fj: 的 线性 组 合 构 成 ， 则 对 应 于 具有 二 了 
2 


1d Xr BE BO EA HUE A EA £8 79 
au af ; wf... 
Sot wena xa lop + (6-1-33) 
式 中 参量 5 依赖 于 具体 的 其 分 略 式 。 下 面 介 绍 两 种 耗 散 比 所 方程 


HE MK. 


1, 间接 构造 方法 
eee Ey i FR SE A, BR 【6-1-31) EAR IE 
+ -E (Aw) = t (5-1-34) 


这 里 zw ANE VHB, vo SD. A=S7°UAS, S'AS WO 
(ae pee, AA FASE A. AeA, DM CP sk 
(8-1—34) Bb ik hte xc 


LED | ook, j-。 (8-1-35) 
了 + —— 了 -—— 
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可 参照 前 而 的 讨论 构造 经 人 工控 靳 后 的 耗 散 比 拟 方 程 ， 如 


BuU, G EN a . a, NLEN 
ol t Ge Ato = dee ae (6-1-38) 
H= lanl? (^ e 2 zy | (6-1-37) 
WR (8-1-36) 通过 原 物 理 量 v ox. MA 
9U ff 8 niU a 
ET + ak 一 Y Boz (6-1-38? 
B-S"MS (6-1-39) 
Mf 为 由 n T BS. AA Gy AHE, 
2. BRERA 
x* (6-1-8383) dil 5mm mp HER 
Gg, à ar 
dte a DEA B AI (6-1-40) 
dRrBBAecDA, DALTE 
8 Vp af, 
Hl x 'axt ETE (6-1-41> 


oe RS ta EPR. fo 为 向 量 a. AAT TP ROBBER 
RAB. HAs 


B=|(o([|D|Al, |Al=SUA[S (6-1-42) 
LA [XS gH IASER BEI A SB, DIA ST A. Boat X mc 
(6-1-41) 的 绝对 信和 组 成 。 
(2) 整 分 格式 的 构造 | 
对 应 于 式 (6-1-32) ep 2 CECI B e HT ES A 
H, 1 1 一 Te, 47? B, 1 ats) 


+ 


2 
(6-1-1433 


3 SEE Bu] XD E 3:77 Hos Id 5 25 EME 1 33d. 


A. ERR ee iE 


在 第 五 章 的 讨论 中 曾 指出 .构造 TVD RAA T Riri E 
ACC 反 扩 散 方 法 是 将 -一 阶 精 度 凑 分 方程 中 过 多 的 扩散 煤 gm 
差分 方程 中 所 同 有 的 . smOACUADAGUO 通过 人 下 王子 的 方法 少 除 
一 部 分 ， 合 数 信 和 解 中 的 非 物 理 振荡 有 所 扶 平 而 艾 能 保持 效 值 种 的 
SEE. SASS MIRE Tse (6-1-20 的 西点 迎风 格式 ， 赔 去 高 阶 小 


Hr ely dee ic; Te up ia 
ou gu Ó ou 
3j + a ac ae ix ar Bod (B—1—44) 


Aw RRA SO AP Th. 其 - :六 料 式 (5-1-114) 
See BFE ne bk, MRP GTE n ek, mam 
Sig (6-1-44) B Zrmpde 


aC Se) xix) 
Bii" Ext BLi" a Bt 
m ae e em 
Bn + »pubmp LE. BO HORE nate. ERA 


K nn a ( _ Ba y 
4 L-——- 
(eS ax Ly ax " ox fJ, 


RaP EE P Ww ARE r4 48cm. BSA T 
qf CTR AES Te SRT. SERRE, x PP Re Bae AF pow BEI 
Boy HEX GERA AR. (EIS PS ee 
HEARRE WERE b. BHR PR Bh doux 
HE EE- PAR} 2 E. MEEA J eR a D. BU 


- T E t fe 
(n ou ) — 9 ( «-5—— (6-1-45) 
ex 0X Ji FERT FË Ff ga, 


ee ee By et he, MA miin IHE. (SLA Y LES S7 
Mm. a (5-1-45) DRM, — VALE. ERI, +1 
点 上 上， 其 结 患 导 敏 三 阶 导 数 项 系数 之 符号 不 辐 。 参 照 本 机 第 二 部 
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4r BW ie ry a, E A Ap Bg = Mp eee AS [d ae RS — - px ferm 
Perea es, TSR AY a SG a MST ae PR 
I ER PAESE. A E ER HHE E a MAA iU EUIS GHI 
UR RY] qon AES OE A. MX T P TE DE BE fT A e 
EITE. AMIYLA T ERDHA T. 

at “下 TVD AAEE BER Be. SAR 五 
T OCR p p eR BY TVD 格式 为 


ou 1 ~ ~ 
一 To h. 1 TR, E | (6—1—46) 


h— l fit fii V (s - 1 ct o. 1 u (6-1-47) 
: a dtum 
(6 iE f; B vL OBS EE D 
Fifi gn 了 二 C4 0 二 常数 
Hug X $(z)—e|z4 To ee) =H, BITTE EAD 
iE s, Aya 为 


2 一 minmecj 4 , "X A. i d 
了 十 一 一 一 i; 一 一 - 


HEY) 在 第 五 章 有 定义 。 
2 


现在 来 讨论 一 下 近 激 波 附近 格式 (6-1-46) 之 修正 方程 中 主 
导 误 辩 项 前 变化 情况 。 设 在 某 财 刘 革 函数 2 的 变化 如 图 6-1 所 示 。 


Bes 为 激 波 的 中 心 位 置 ，3 为 拐点 ， 在 该 点 -5 一 0。 


MAKE IG o> ORG. ADR ES 
P UII Er. 


gs; Uu pu, Y. 4 SO xà 1 
re t+- T; 


TREZAN 


£1; — T 
gi 4, + 二 一 一 


这 里 


d ou 
Pt + aac? 


au 
"ax v Q Cx) 


有 了 9 的 有 具体 表达 形式 后 可 得 到 在 激 波 前 后 对 应 于 式 《6-1-46) 


的 修正 方程 为 
XE Bu zn zc 

8 8 2 g" 

T E E z Ax% a 4e (6—-1-48 a ) 
在 激 波 之 右 方 ， 


Bx (6-1-48) 中 可 以 看 到 ， 直 于 修正 量 9; 的 引入 使 得 带 二 Et 
导数 的 扩散 项 已 经 反 掉 。， 而 起 主导 作用 的 是 色散 项 。 从 式 中 还 可 
以 看 到 ， 穿 过 激 波 色散 误差 项 自动 调节 着 白 三 前 符 号 ， 使 对 应 的 
FERC IIR BAIL, MRR HRT. 

ÆRE 1 IRS —AEN-SHHHGT A. SATA CL! 
A= BF Pu Er Spas IDE dE RRA eg, SP tS 
HEET NND fxh. 


t. 8 t 
fll Fi EC E C AY ET RE CEDE RA BET Tui. HAT 
ee SAR. TPR Bee 2.9, iR UE A 
84/539 29°, if} ARMA 0 x SA. ON i. HBS 3 中 
给 出 了 3 —0.5 处 沿 x 方向 的 压力 分 布 ， 充 图 6-4 中 给 出 的 是 等 
Bee. MPa Pei, PARE eee. 
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aoa- prietene 


PIP a 


Li 
perite e HE HA HERE HH et P 
+ 
+ 


PTPERTUEGOEDERGMNm RA 


5. 
i. 
4. 
3. 
3. 
2. 
2.00 
1. 
l. 
D. 
*0.0309 03800 0: 609 1.149015200 L8000 2.2800 2,58003,0400 34300 3.8008 


图 6-3 v = § She HE ZI 5-35 


图 6-4 SE GS HEZE 


‘LT KRR GE Dx EE Sp es MR 
色 硫 可 和 轻 的 迎风 紧 致 格式 


一 、 商 和 精度 差分 格式 举例 


人 人 们 曾 试 图 构造 高 精度 的 差分 格式 来 提高 诉 波 附近 数值 解 的 
分 辩 率 。 下 面 将 给 出 三 个 具体 例子 。 

(一 ) SBA (Pycauos) Tja TIS -X CBurstein-Mirin) 
Rite 

at! ' 一 一 T (Hia bat) — E PATHF | 


一 


ta j= 


2 
a 2 (3 
uj?^eu— Ll viu e —u i? i 


+ j-—. 


2 
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t 
Atl 7 1 T Dri 
ui WP (a + rat) —7tag-21,) | 


Z4 | 
ki . , LU " | 
=i YOdh—af)— A atas (en 
IY Ite] et a | 


Av*-—— y*«. wal 8 
T: E-—OGGIÜ, 42°) 
(LC) 话 明 ， 库 蒜 - 朗 马克 士 格式 -+ 


， à 
H; = 了 一 E" POMA, 


gi? 一 i TE — 25. y gry ) (§-2-2) 
2 3 ` 
Htl.. 47^ P n LIPPE n " 
uj = H4. — PE (—u;,,-d- Tat, — Tat, + 287.,) 
a i» | 
— Pata? — — — iu) 
4 24 9 


YRGtnydacEZETEJSAEETIIE SBE RAR MA. JbRB83 E 
FA ee. HBR YEA DESJIDEL 
(=) &ihg (Leonard? 格式 


r 
gag P| dee} - Oy) | € 20 (6-2-3) 
j 
| 


TJ 1 r [ 7 1 T . H -— 
ut = 4, — M! oia —— Sil dca, } | Cx ü 
L 1 J 


T E =O ft, ixl 
FRAY SPS [6] EC33 = Efp AE HE qp R AREER EI 
FOS DOSE m ER OUT RAL A ARÜg. xx Y A E UE CUT 
4 AR Yo Bode EUG. 
对 这 三 个 格式 从 形式 上 条 每 个 网 点 工 的 计算 基 培 让 了 ， 格 式 
AE fL PE EE. H.S A e A EV E AA AI yy WO WR. 


=. # A HR x 
at Fah (6-1-2) Wai E RI E XE EOS 


f ^n 
ET P 


a} sat e 
1 pu 2 p 1 h on 
G -E ja T 3 iT eg Pom {§~-2-43 


基 不 稳定 的 。 EAA hA P. A6 mo Bre Ben OR Be X ap. uf 
F4 xis Ee oR AD A e ER SN 
EL 


ni P Qype . 
i; ü EF (fF rf 十 、 1 一 @ ae 0 = a = 1 


(6-2-5) 
可 利用 式 (6-2-4) 5] (6-2-53) Mp F: it 得 


1 X aT E 5 me 1 Fe 
6 Qiiid 3 B,uT dr ^g ui 
SH . n+ 
= 7 [aofa — «085 | (6-2-6) 


在 文献 :6 Dp WEAR AA (6-2-5) GEGRÉR AE CR OT HE N-S Jj 
fe. TEDL ik ACES IS A. BOT 
这 种 方法 计算 量 不 大 FRR. FESR PORE heap mei ay cx 
FS ROA a BE 


II eG + ales aam — c <4 


"x P (6-2-7) 


三 、 迎 风 紧 至 ?格式 
在 这 里 将 假设 系数 0， 并 取 差 分 格式 【4-7-6) 中 的 
0, Wf 
5 eft - "+l — E n f 
(1 + 37 jx die - | sm =— ¢ P (6-2-8) 
Ze SESS B SP Be BT. am e ACI Hi a A aed UY 
JE xk: 


2252 
Lax PT = i, 一 2 {人 


"m JL 240 Cia c te 
Tux VA PIB VTS A: A RRR ERER ar dg 显 
Heir. 笔者 建议 采用 如 下 之 送 近 式 ， 
See es = 24 0e Cipean dies) (6—2-9) 
k 


这 里 /fx E g f DER- 此 时 通常 需 解 和 代数 方程 


组 才能 求 出 了 下; He, XX eat (6-2-9) es se) Uum ER xvi XT. 
HEZE] d EOMDPNU NUI ub TIS Be AREN. 并 取 7x0 F/0x" 与 
a" f/ox'U 的 系数 相等 ， 则 可 得 关系 式 


m. L . m m 
MER: (mo Pail k e von m 
R " 
m-1, 2, :-, M (6-?- 102) 


MAYRER, 5E PAGE (6-2-10) 中 的 点 数 有 关 。 当 到 沪 二 
1 时 则 可 得 相 容 关系 式 


$3a-25a {6-°-11) 
k D 


Al Fst (6-2-9) AEE RAAR (6-2-105. FF 
WE F E E a a 


F y= 4x + 5 (c..7. 3x an + Cue ar) (6-2—12) 


i nc ] Caon 0 

n=] CL. 0 
me (—12'C,»0. MERR (6-2-9) AMAA. XX EAE E 
MV URLS SO BIE EO (6-1-2) 中 的 系数 0. He <0 
tea, dX (— L2'C,« 0 时 式 【6-2-9) ADAMS. 
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AY ^fi XEDERE as. RR PISTE IGHEKGHJ 
GF Hu thos tPF y= (4,83 + bid.) uy (6-2- 13; 
Bde p XA BRETT Kaw REF, A 
Gy 十 - Y ma, Eb, 


1 

ut — Ey EI (a, — &) (6—2-14) 
1 

Ge TP. ^8 (a, 4 bo) 

C, 一 下 0 = 一“ L-.(a,— bo) 


设 mm 十 上 一 上。 如果 使 这 四 个 等 式 都 得 到 满足 ， 则 机 得 到 上 县 有 M 
Brix rd BEGUUESYGS4RS MS AR ME D E En Ea He, FRE 


Ca -— o F E — E, — E 
Fu = meet E 
2 . E 
f= 7. aes (6-2- 13) 
a, = = -— Be, 
b = 2 一 28, 
此 时 与 式 〔6-2-13) 的 对 应 式 为 
L pp ÔE O oog gyr OR s gu op Ax 0/8 0 
一 -— BE, fX ax -H Eg] ax? + €, 6 ax* 十 
(6-2-15) 
1 3 poo By 


gym LEX MT, M zx. 4 
Uin cp Brt EER. EIER e BPR HI e. Bos Ys 0. 
Alb, E EE. xh (6-2-13) 可 改写 成 如 下 之 形式 的 差分 下 
TA 3h 
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0 - 
Fam — as ig, (2-28) 
1 + 2 C6, — 682 «( Loe je: 

Xy BE sir am 4x BE 
A € 79 0, 2,452 0 
4-23-17 
2 CoD 0, Ea E g ( ) 
Xü FESS Ht uu ou 5b sw 2 CD Hee SO). BH 
(1) &- 0, e, m 3 e> 0 (6-2-18) 


对 这 两 种 情况 式 (6-2-13) 简化 为 

BoP p+ PoP am (uir b 0:0; (62-90) 
XP C1) WET. E. = OCAT), A C2 ALT E.— O7 4x, 
对 这 两 种 情 部 准 分 式 都 给 出 正 的 耗 获 特性 。 式 【6-2201 可 很 容 
5h Xi B ZEB BE TT OR 


ia (6-1-2) Pee He >, AA O gp est 
分 析 方 法 可 得 对 应 于 式 (6-2-8) HA REAT 


C c: sin 8 


G= OL Psin 6 


f6-2-2]) 
Ap 
A=! I f 23 ens + ?er 1 —ex 8) | 


x[ 1 "nA e O1 eos 8) | 


2 
At. 
+ B CE,—6&,)€ x sin” 6 


_ BP Afp , _ ] 
Bc € ^ 3 ( 2 +cos @ }+ 26,0 1 — cos 9 ) 


_. Bg Foye | 
十 2 (Ep mE) [ie d a cos 9 ) 


C= A+ £48, oF (cos 9 —1) 


ait 
OB eU 


[i - 
4 ~ 199 &=0.,01, £,=0.1, &,=0.125 


TER 6-5 中 给 出 了 ce- 
AY IG | eae hh Eo 


Elán—s ar eae fe ce Ce ae hg st 


了 五、 将近 于 气动 方程 的 色散 误 莹 可 注 的 迎风 紧 致 阁 式 
Ft A Ae RA PET PT GE. xu Sr T o — HE EX Dy Jy dE 
(4-2-6) En HUD D, E Sir Se op SRN 


it E H P - PIE 
十 - zu QUAS 6e LAC NIAE In 
( i 2 X eA 2 x nA ) &é fx 
(6-2-22, 
Anaa FP ats E 
Fes Pick B; 
:证 Oat a" 
Et =- —-— 一 . NE GA 1 — «4 f CHOTA 
2 (et—eppatt( s 2 
€ aaa ü 3 PLIN ü 
EB ys = 


AC 24> Sy BE AT te RE, Fao SR BE ie) ht. 
i BE a) Zr fe) eA RE Sg er, A eid Pk 
Mise He. fas kE ta - Wee al AL -o TE t oux UP Sz B HR J OF 


(6-1-29), NE 
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| StR ej, e=P, p (6-2-24) 
Tip np fii 8 ge IR 2E Be FF Se el, A Te eR OR 
TERJA BERET. HRE EI 017 0. COR PRAR A 4€ 


A. 4 例 

(—) 一 维 激 波 管 问题 的 计算 

BYTE EE PoE RAR KARS !《 如 图 66 所 示 )。 激 波 Wok 
L=1., RMF x -—0.54b. Œ t — ON SEHR RY 
PL-l..pn—1.,5,—0., BAIR PR — 0.125. Pa —0. l, Ug, 
TrX rp MB eA LN — 101, BI 6-7 Aj E 6-10 n iH T xx 
t 一 .14 时 刻 的 密 席 、 速 度 、 厂 力 和 内 能 分 布 。 在 计算 中 仅 利 肯 
了 迎风 紧 致 差分 ， 对 色散 现 并 未 引入 协调 因子 RC. 


Fl6-G 一 维 激 玻 管 初始 个 布 图 


li 


| 
| 
| 


H6-7 =0.14 时 之 窗 庶 分 和 布 图 8S-#  : =0.14 时 之 速度 分 布 


图 6-9 f = 0.14 Z Eh 图 6-10 t 0.14Hf Z A pE dE 


(I) DHEA RR HA 

ES 6-11 P4H Thar. KMS xk e Ma.= 2.9, 
BUS ADT AO =29°, TAR RAO em 4, 0uYW1,. 
HHA PS Se A NX JIN =81X41, Æ E 6-12 4 Aw T 
J =21 B x 2j p) = BES) l FE 6-13 中 给 出 的 是 等 密度 线 。 
HHE PALA YT SS Pe PPAR CAO 种 系数 矩阵 分 裂 方 法 ， 
HREF= O0, iok), ef— 土 0.125。 计算 结果 十 分 令 人 满意 。 


Kj6-i11 WARA a E 


EFp6-i2 J = BIAS 2 UR RR a> ti 


Elg—1a Sb SEHPEE 


第 三 节 NNDB 


TASC 1 中国 作者 通过 小 挤 动 分 析 的 办 法 研究 了 公家 项 误 
其 对 改善 数 售 和解 在 激流 附近 行为 的 作用 。 在 这 一 分 析 的 基础 芷 文 
ARC 9 中 构造 了 NND $30 (Non oscillatory. Containing no 
free parameters and dissipative scheme}, Hl i Eh dE TU 方程 
(6-1-2) 六 和 例 进行 讨论 。 对 系数 5 HTS 


c =s tHE, ct 


f*-—ctu f= +f 


| ^ f- 
uL V 9f ə. = (6-3-1) 


| 


My AS OT FY AE Be RB a TR 


POCA, af, " 
Bu Gd o MWELE 
| (6-3-2) 


gi j ól fc oe ft LL 
| ~ EC OL c OH) (Hyr F 


AEF. RAH e > 0 ， 不 难看 出 , 在 激 波 的 上 游 o RSO 
项 在 对 频 鬼 条 正方 程 中 缚 出 的 三 阶 导 对 的 系数 为 正 ， 而 四 阵 和 导数 
HRA TL FEH E 5 人) 项 在 对 应 的 修正 方程 中 给 出 三 耻 
SW BOE, TPO Se a AeA. GIA a, fe Gx 
BE Sy Oy Se a] See DET RE. eRe A OR IE UE 
第 - ep MB, GBS O TERO T PE LTR Pee 
Zt ARH SS det Ls 584r n] A. Ye EU P aR SE 1E 
25 rp 28 dii Er ae A BLU $58. PUER SECRET) SR COR Ta 与 此 
同时 ， TrDoxr/0) DEEA BE 28 = er St OE 的 系数 为 负 ， 
RI fish pe Dit ng o E DU E, 

te LEAS S} BP ST en, PRS 6-3-2) 在 修正 方程 中 三 阶 导 数 
项 的 系数 将 满足 在 第 一 节 中 如 出 的 要 求 ， 这 将 有 利于 抑制 数 伪 解 
中 的 非 物理 振荡 。 

现 对 凌 分 方程 (6-3-2) 中 的 各 项 进行 里 新 组 合 ， 改 写成 电 为 
Wie. BPs (6-3-2) Wo 


ou So 1 fy _ 28-5 
gl zx Gene 2 (6-3—3) 
ix H 
+ 
Ae, aw REPE R 
Z 2 
[ps 1 + u 
! [iy AF po (M tie? 
Fh m 
了 + | 
fit go Af, 0E EBD 
a 


{6-3-4a ) 


一 a 
f; *— R | E _ . 
fiy Af. a CE Fi) 
PT 
(8—3-4 b ? 
AF. i —f*a—fj 
M 2 


3:58 (6-3- OO, 在 激 波 上 .下 游 需要 在 Af 0a afi 
2 2 
之 间作 选择 。 对 于 单调 变化 的 激流 ， Af i MA, a 的 
2 2 


符号 是 相同 的 ， 并 且 准 确 到 二 阶 精度 ， 在 激 波 的 上 游 Af， a 


2 


的 绝对 值 小 于 Jf， ，1 前 绝对 值 。 在 激 波 的 下 游 -Af; a 的 
2 2 


绝对 值 小 于 AF, i KARHE EM. FUR A, a 
2 T 


+ 


和 -IF ，。 的 符号 也 是 相同 的 ， 并 且 在 激 HEW Af 
2 


+l 
? 


Ka ata eh F uf j 的 


E 


i 的 绝对 值 。 在 激 波 的 下 游 I, 
A 


+3 
2 


#8 ot (ah T P ; 


十 


1 PY AER. 如 后 引入 在 第 玉音 中 的 minmod 
E 


概念 ; WU :c(6—3-4 & XI (6-3—-43b) WBA 


+ + | . + 十 | 
illl LU 2 minmod | 4 RENS 
(5-3-23) 


- Y . - 
P = fiam y minmod ea j auc, -2 


F 


25j 


如 此 得 到 了 最 终 的 NKRD 格 式 《6-3-3)] 和 6-3-5). 可 以 证 明 这 
一 格式 是 TVD 的 。 对 时 间 导 数 项 可 以 采用 一 阶 精度 的 差分 .或 二 
阶 精 度 的 兰 分 ， 也 可 采用 龙 克 - 库 庶 【Runge- 开 uttal 方法 进行 
求解 

上 楂 的 讨论 是 针对 覆 型 方程 《6-1-2) 进行 的 。 可 很 容易 将 
这 一 方法 推广 来 慢 近 气 动 方程 。 此 时 只 开 将 量 4 UEU, 
Tost 和 f+ 以 统 通 向 量 及 相应 的 分 型 代 之 即 可 。 

在 NND 格式 的 构 遗 中 利用 中 心 型 的 差分 62 和 了 两 点 迎风 差分 
öfl TEOCBRCIOISBOR)HDSDERBS L WE AAEE BS SX OBI FA 
kp, 35g 3i Dt 3X Fe 34 Y D- APRANN DA X. 


TUAE  MmB 格式 


在 第 五 章 讨论 了 TYVD 格 式 ， 指 出 , ME PEE Ee Et 
时 间 之 推移 不 会 出 现 新 前 极 值 点 。 在 文献 51223 中 参照 这 一 思想 
提出 了 MPRB 格 式 【Mazjtmuaim and minimum Bounds Prese- 
Trying)。 现 以 一 维 标 量 穿 恒 律 方程 进行 讨论 。 


al ta c0, g—89[u) (6-4-1) 
或 

au l gu — == 一 二 一 

a7 3x ^9 € Cu) (5-4-2) 


这 里 5 —sg., BAA e-14 RE WAR, boda 
和 b AIER IER BUE Pi BTA cdd. HEP OX, DOARE 
Fa 中 间 之 任意 一 后， 则 和 如 下 之 不 等 式 

mint x, isu f )maxtü(x, tj) (5-4-3) 


mele, diy melo, bI mele, d) 
RER foo A RT SUR BUE UE, FT EE Ap A AER F? 
这 种 特性 。 


设 离散 化 了 的 方程 为 
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图 6-14  MmhperE X Ss 


uT— 5 atta (6-4-4) 


xx Hip Re PE Xu FE OS OCR OAL. HFR ff s Pir eet ee zm $E Pr. 
hy Mpix uda GERD uccide SA Br£H ge. xni 
g.- € ARABS Pe ee, CH gua CABS RT AS PA x 
2H He. dp PRR Ee Hd -H IL NE X. 

很 容易 证 明 如 下 之 关系 式 是 与 式 (6-4-3) SE Bp. 


Gm. ide (6-4-5) 
& 
JER. Bay. Wee ME ACR (6-4-4) du ED (el oc. 


—. —HMmBeR 


ys c- Vif zT MaBSEC, 

(1)wj mui a dan} (6-4-6) 
2 

OSS 1, OSE, a «I 

C2) av = ati) , di (6-4-7) 
2 
COPGYSO0. OSE, ; cud 
i 


Z65 


(3) 当 T 枚 变 符 导 时 有 


art =u -č ; oobi tă 1 60147 (6—4-&) 
oSI, 27 1 220, Fj, i250 
2 2 
o ty 
对 应 的 TVD 格 式 的 条 人 和 件 为 
co m0. d^, i0 
2 , E 
OE | 4d. 1 所 1 
į + 一 jt 


it MmBe (6-4-6) $n (6-1-7) 是 中 YD， 皮 之 这 种 类 型 的 
^V DESEE Mm BRK. ARIES. A (6-4-8) 类 US MmB 
fA TEE TVD. RS, RAAEN TVO tiA Ee MmB 
pA 


二 、 二 维 问 题 的 WmB 格 式 


斑 在 来 讨论 二 维 标 量 方程 
à gu EL 


a t+ fa, tP 390 0， a>. & >> 0 (6-4-9° 
a=W, & = Fe 
ix 
y rcx] (&-4-1n 
网 下 面 这 人 一 格式 为 MrmmB 
wt pat, — Te (G-4-T1) 


AAP LLY. RNR (6-4—102 Fee Rh. UP ak PRR 
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Mmh 
HT hol, — PSH: HAI a 
+ PHC AU» — lu.) (8-4-12) 
加 果 方 程 的 系数 a 和 和 上 5 是 常数 ， 风 可 将 式 (6-4-12) 看 成 是 式 
(6-4-11) 的 分 裂 格 式 
His =H, — Ou. 
u^ amu yug c HAS yy 
[EXC BRA C142 GRU. 对 标量 二 维 守 恒 律 方程 任意 守恒 型 TYD 
格式 最 多 只 能 是 一 阶 精 度 的 。 在 文献 口 20 中 指出 ， 可 以 构造 具有 
= Eri urs HERI T 8EM m EX Tho 


Us hw CSCM AK 


该 方法 为 通过 一 个 变换 序列 来 构造 满足 轴 之 已 特 性 的 所 阵 ， 
利用 该 矩阵 的 同族 特征 线 而 攀 造 相应 的 迎风 祝 式 。 边界 上 在 这 一 
方法 中 也 利用 了 同族 特征 关系 ， 对 及 构造 的 差分 格式 利用 主 对 角 
占 优势 的 DDADI 方法 进行 求解 。 关 于 DDADI 方 法 将 在 第 七 章 
Hit ie. 

一 、 满 足 罗 的 U 特 性 矩阵 的 构造 

在 第 伍 章 中 介绍 了 有 罗 通 过 参 变 向 量 的 方法 所 给 出 的 平均 

和 矩阵。 在 这 星 将 介绍 另 一 种 求 这 一 平均 乱 阵 的 办 法 ， 即 通过 模仿 


气动 参数 微分 变换 关系 来 构造 这 一 妹 阵 。 
这 里 仍 以 一 维 殉 搁 方 程 (4-2-61) 为 例 进 行 讨 论 ， 证 所 为 由 守 


MarR ROEM Meee), Osteen. Cw 
特征 变量 。 它 们 的 微分 表达 形式 为 


| Ae | ae 
d | à (Ou) | BU =; Pau 
| 6E aP 
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Y 
ĝin- 一 

all - —L—-eu-- ain P EN (6-5-1) 

| a 

|7 -一 ut dinP F 

或 中 
= p — — 

P —»—1 (8-5-2) 


c kPa ae. BM VETE ST IBOEX B RS) RO SES SETTE DE 分 关 
RARER. TAR TE TY 08 Sp Se Fa Fe a A ST RG DR 关系 
Hy Fe te FE, B 


OL — MU. aU = Tall (6-5-3) 
BL AS [nl AE EEJE 33, 3E XA BO o> $2 25 
OU, OF -_ 
Bt t ax —— (6-5-4) 
aU. a OU EN 
Ai +A ax 心 (6 g— n J 
U oat 
HOTA gy =o (6-8-8) 


xx FB ACH FETT He ee DCT / D U) = ARMIES BRE TA FE. 
P Fr AE (EL p 90] 2 


A; a=, À.— uo d- C. A Ue 


利用 关系 式 (6-5-3) 0] $8 
aj— At = M'TAT"'M aU (8-5-7 a ) 


— MT AT"3U-- M A' aU (5-3-7 b) 


一 MT Aol (6-5-7 c) 
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A fre EE SB OC A 
ACMTATOM'-MA'M" 
A SM'AMSTAT (6-5-3) 


CSCA iE AY PEA fo) EE E r EE — 7 A ROE AO 2 5) tr A 
KR ERs ERA Pee AAR PBA SAB tea. SESE 
fei Jie RS EF GF FE IB] Ee BE 

RP RERBA Cy, PER). QE XX (6-5-7 a. BOR 
Ax — | ER E gir AR AR 

Sef = ASi (&-3-9) 


BAPE SUE. W5 161 中 定义 


L0 RR a qao ILGAUNMa lea 

A- MT AT! M^—MTDT^ M | (8-5-105 
TO AUSAT M 

A'—TDAT" CB-a-11) 

SU =f 80. SU =T SU (6-5-1233 


Rue 2tDAS Be Ge). GA TIA Meet 符号 oe 
WILA W. ER boy RE ROP, CEPR A. TH 
M ATT SA TE FR Se, CER, ML TATO 48 
成 知 陈 入 后 则 可 给 出 如 『 之 对 应 的 差分 方程 ， 

S=- AAU (6-85-13) 
HHLA (6-5-10), (6-5-12) A (6-5-13) 可 得 到 


àU ——DT" MSG (6—5-14) 
HEMO, M. CT. TOMADAARIKIER DS 


L 4 ü k Ü | 
一 —ü, 1 * Ü | 
i. 
Ad 2 i | 


| 1, 0, 0 
zo 8 1. OY 
M= _ í 
EM n" i 
4 4 | 
{ 9 | 
| — Ó p 
(TOP Cy o 
MEE Pe OL 
T= 5 2 a n | 
o, HE, YP 
" g 2 
| 
oll NN | 
| p 7 VP | 
| i 1 | 
ll... —— 
T | Ü, pe ? yP | 
| - 
0, — pe * yE | 
|? 0 0 
A= 0 wp 0 
9 0 ome | 


# 为 平均 声速 ERR OS HAAA AR LAL — BEAR 13 
AW RARR APR. BNLXP—OGEAD T OTE RE, We’ Bea PR 
的 平方 ， 责怪 表示 平方 以 后 量 隐 平均 。 这 里 平 灼 卢 速 的 和 审 立 为 


p 
PE (6-5-12) 
AMS on BR AE STK, flan 
@ = it (§~5-16 
ee (6-5-17) 
e 


ERS a PROP ER A, (HOP CER Sb Ee 
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(6-5-13) ETEV. 在 对 其 进行 验证 的 时 全 需要 利用 第 四 uf NS 
EAP BAR (45-7)。 可 首先 模仿 式 〔6-5-7 b) 建立 并 验 
IRRA 

ai= M CA! 8,7) (8-5-18? 
SRE iE (6—5-7 e) 建立 并 验证 美 系 式 


— 
Fet 
——r 


PAS, —Aa.U (6-5-19? 
ET ESTER. An, ÆA (6-5-18) 和 (6-5-19) 中 都 有 一 个 小 量 的 
三 


二 、CSCM 格 式 的 构造 


CSCM (Conservative Suora Cheracteristics Method) 3E 
际 上 是 一 种 特殊 形式 的 系数 矩阵 分 裂 方 法 。 上 而 介绍 了 具有 UU 特 
性 害 阵 的 建立 ， 现 利 几 符号 分 斧 的 办 法 "来 构 造 同 凤 特征 方程 
(Supra CAkin)-Characteristic Eguation2 79, Ag x 


E 
p: (6-5-20) 


I< REX LAMB. MEM. DAR ABBR. OB OT OR 
f BA. WE MAREE 5 1. Hens SAS. DO AEWA 
^BEE, FESR ATS kl. HRA, WIPE 
刀 分 型 为 两 阵 和 的 形式 
D=D'+pD 
iK ERI 808r BY A 4 EAR IA RIA SE OE 1] EIE 3S 2 
At=A(D*), AA =A 

Saft = ATA. SP +B =e] (6-5-21) 

在 第 7 PRB (7 ，j 十 1) 可 建立 迎风 差分 烘 式 
DS, = (BD TUM Sta): = -TOM A SG). 


«x —(D^ H (6-5-22) 


rar 
ar 


IYSO a= DTOM SE 
—— (PUM ASA, 


m — (D'A SU); (8-5-23) 
Hx BY 
IU = IU 34, 
mas xTspBOCEERBISAROLGRGA. MA A 6-522), 


(6-5-23) EE XGGE 上 = 一 TD 可 以 得 到 对 于 守恒 变量 的 差分 
BAR 7 
CA^ UD; = — CA StH), 

CA" =— CAST); (6-5-24) 

ax H 
A'— MTD*T"M"^, A+A- —I 

st (8-5-24) PRAMAS. WEEK BE (7, 二 1 上 
RUT RRA, BUE ARE. 

Xe; RLS AKER PRA, H—oO ES IE 
BLS VTE me. BARA —1gxXBEL» 
RF IEA MES. Bp 

ditt; = — CASE) — CA DD, (6-5-2925) 
BAT RRR. RARAWA SHIA =N EEA 
界 方程 
AióU m CA 10), (6-5-26) 
AGs = — (ASO wes (6-5-27) 
ETAR Se N bi. BUB EPA EAE 
FO, MS APE AD HR AR, UCR BE Fb eh AR 
fb. BESSMRTERUIACH RE FS AH SR PRSEJETS T Eua AUI 
Ri PRS, AGMA = 1 ARR m. 
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SEBUM BSR. SBA 
tle PET AR (ea, EB (I. fF +1) [noc WR 
List UE E 4p BY a a ke 

bof" — At G ~ A'S, Tiik 
= A"ó.U" 4+ Adel Oeil) (6-5-28) 
对 六 "进行 分 型 即 可 得 到 对 应 杆 式 (6-5-25) BU A ERE 
(E+ At.,d2+ Ajds didi; = — AOU; 1 —- CAE); 
(8-35-29) 
EnB A pad, Se po Le a Pd ELA 
(E+ At O+ ASHO; 


1] ~ 
一 一 -Ñ 3 CA SLD Op A) 
-到 3 CA SIU), — CASE a) (6-530) 


庶 当 注意 ， 在 上 面 的 将 式 讨 论 中 网 格 比 了。 没有 在 方程 中 站 再 


这 主要 是 为 了 便于 讨论 将 其 隐 仿 在 甜 阵 4 中 去 了 。 
np Ze BRI AER a ie Age we FO AE i Hm 80 CSCM 
方法 ， 对 隐 式 方法 最 后 都 归 外 为 对 线性 代数 方程 组 的 求解 
ER CLG (Lambard) SASS? t Ig Boii DDADI 方 法 进行 求 
REO. FP SER WEST Ho ESE b ze dE THE dE. 
= AE FLA 
st (6-5-2611 Ft (6-8-2708 ih T TEA RA Lie KBR. 
AVM. BRAT AEA. WEA - 般 的 形式 表 
示 为 
A-MTDT"M" (6—5-31) 
Itu MHRDD, &Gduuun44HD-p. BRR (6-5-22) 和 


式 《6-5-23) uffisphz-F Dm) i $3 Bd HR 

oU ,— T eM OU p= — T.i Madd: 
Ash (6-5-22) dH (6-5-23) P WUA EL di IE i A pZ a 
PAE. HIEU R aT Pe AE TA. Saa B SO 


«QU, 0)—9 (8-8- 32) 
对 其 进行 微分 可 得 
sa: =h SS a A EA aC, (6-5-33} 


Ex (6-5-3383) 之 系数 ， 即 括 叶 中 的 量 来 代 著 知 阵 DT M 中 
Eid: 0 rni. 
Ju E Y Enn RAE EG RE AN XE OS 
A'—CGW'TOODT M^ --T'7M O) 
A+ (EMEP M72 (6-5-2141) 
FRSC AA, 2TA ERIH ASAE, a ER OE 
TOMU ZXpAxPEMT, Tein else {6-5-31) PAET, 此 
my CA ORs i Ash (6-8-55) HIB. 而 其 条 所 有 行 
Bon BAS. 
of ARS Ais ta Et (FESR i eB) cEGMoRBUAB EU Uy 
ft. gt C6—5-34) ape a f e 


gc) 0 (6-5-35) 
QR 
Nd (6-5-12) 有 
L atl. i SF 
fi L 一 一 二 二 ， M 1 =: -F 
f: È OT. bd aL, 


还 时 起 《6-5-34》 变 成 
A'--MTODT-T M? (6-5-37) 


"1! 为 这 样 的 矩阵 ， 其 第 1 行为 由 式 “6-5-38) 中 之 系数 组 成 ， 
EREA ORAE, st 《6-5-37) 表明 ,为 了 求 BRA’, BE 
将 矩阵 对 应 于 d; 的 那 一 行 以 边界 条 件 (6-5-36) XE FZ US RB 
充 。 

上 面 的 讨论 居 针 对 显 式 格式 而 进行 的 。 对 隐 式 格式 对 应 的 两 
个 边界 点 方程 为 


CAST ATSH S = ATSE, (8-5-38 ) 
CARH Ab. ŠD Ss — CAT ORE D, (6-5-39) 


Ff Afr th Td 18 RB JE OR FER I, AET 
SRE, TMNT E b RE WER ARR 


l 
P Y 
S -1n-—75 二 常数 
A> = 0 
1 
— = GPT op P= 9 
对 应 的 系数 为 
1 1 - 
[一 -和 009. ss | (6-5-40) 
Sey SEE RR ÓE CERT OE: A A 
HY P +t ey 
“~ D 2 == "B 
ôH =— v -L. SP -+ uw 二 一 5-8P- 0 
xd pg qm zs 
ZI Al) (6-5-41) 
. po * Spe p 


D RR RR E n 
焉 中 六 辅助 边 儿 条件 之 差分 表达 起 (8—5-33203(06-5—36)218f. 
AMT RHR] FT. AWB AS PRADA ADRS 


2 了 
所 求 得 之 解 将 不 会 准确 邮 满 足 方 积 (6-5-32) 和 (6-5-35) 的 。 
BE pL ES BELLE, RURE (Lombard, Oliger. Yang 和 和 Dary, 
Se A iab T t-te X& (Newton Raphson) (EA. 


BU A RHI BO, RR 


EB Ra, HodU-UppmE 6 了 进行 修正 后 之 0”! 为 最 
后 所 需 之 量 ， 


[j^ 一 $E 十 (6-5—42) 
ae SSB RAT ered, 0 的 那 一 行 ， 对 应 于 这 一 行 的 特征 变 
Biv 4 AE- ER. BH 


aU; = TS, (6-5-43; 


XT md, 0 AIRE AR BAR. ZR H6 CD = o 所 决定 
的 ， 由 此 可 得 到 方程 


=T}; sL, =g; (OU) — g(t") (6-5-44) 
st (6-5-43) ZAMA, 40% 方程 (6-5-43) 和 (6-5-44) 
构成 了 牛顿 - 拉 去 森 达 代 的 基础 。 人 本 用 这 种 方法 逐 沈 减 小 辅助 条 
# BJ iX. 


第 六 节 ”人 工 滤波 技术 


—. KANA 


PERSIA, AF Brey E aD BR EH iE 
ere Se SRE. mA A [Ex Ee AY Ee UE Hp YN Xe [Ee 
c gee cee fe eee Ra. BE, Gh quu np urhe (ep one e d Df 
HTE. FEC ORR HE CM — BP IDA EBT GAY. 
5 shay A COA. ATA es EP c3: ph E. a ee BORA A 


THT. 

yes PESE ae S rf eR. AITTA iS Br E BE OI 
Fr ECI- ACTORS EE. GRIT BSL Bere, mid 
cate BE XA A ee MOY St BE APE. Se STA A TR Byori 
ib UEP eB RK 《19507 提出 的 。 长 期 来 A {RE R 
HB xq. Ws Sa ae eA A EOR A] PT 4. ERIT 3E t 
A pjih ck PEALE UE, ERO AMR RSA eR KS 
相应 的 特征 关系 式 , TE TH EE A ER OR fe HT inp AK. Ag 
oy itr eA Ara fh. Yripck ART V DRA RRA 使 TTR 的 博 
bine AACA BE. 

JAP? IEE T V DAB ee ee REINER, TAL A Tih BE B A iki E 
HARHA., KISHORE RTA. A Ee 
ARERR, HIA CALA- Brat PUER So, xSid 45 ey pm 
MRE Ms BAMA, ACCA £8 WO GHAR Te Oe 
FERIA FTO. ee tT a ee. 

FH FB Fe BESS eee Se. Boe EINE Ee A 
By uc BEAT te iR E RA B A ae Rs A 
设 工 | 为 其 有 -一 防 通 和 近 和 精度 的 差分 算 子 ， 工 :为 具有 二 阶 通 近 精 庶 的 
eT. URI AE EHE BIS d -Aa SL, 

L=8L, +1 — 0L, @= asi (6-6-1) 
(EFEX Ke ~ 0， 在 激流 附近 8 一 1。 
二 、 人 工 滤波 技术 

这 里 所 说 的 人 二 滤波 法 是 通常 之 人 工业 性 方法 的 扩充 ， 它 茎 
世 含 了 通常 的 粘性 平滑 作用 ， 也 包含 通过 色 浅 项 的 平 浓 。 

在 第 四 章 曾 给 出 了 -- 类 单 步 盖 分 悦 式 网 表达 式 。 一 般 格式 可 
写成 形式 

(OI BT Li" (6-8-2) 
MR B= 0, WA mong. 


(一 ) AIF BRA ELRE 
FE SC ER C24 2 REE op a nae AH (Co-Smoothing? Fl hi 
gee (Post-Smoothing) R23, EIER Twil A CL SlLA PE 
MO CR SIR) BET. REKASA G A E BK DU 
CEP IX ET REIR S 
eS Hie ve T BPA led AE EBD 
GABU Un = Luts Su (6-6-3) 


REATHA 
DU" -—UCFE-:p-—Br'LOIC 


pt FS E (R-E) 
Sf AE. SAAS PA RR R WIE Pi 
时 也 可 以 这 样 米 进行 滤波 
U*—UE-OICBY'D 
ee sree Scr? (6-6-5) 
= PtSi” 
在 文献 “24] P RRRA P AG o> RAE. 
(02) $2 Bil a2 iW Sf Ae as ue 
net RM ba cA ib AUIS SEPATG. AAP 9 4 4k 
Pre HE A eee Ye, XX HLL Aiii A Bs a tie., JUDA 
FE BOR ESD = BY fA RE ES, 


- ar 
SU = 859 t|G AKA Bx (6-6-6; 
LT -E o, r B y a^ PF 
S.0Cg =E, dis x"Cr, — ae — 一 - 一 - s] 
a^ 
ER FIG at (6-6-7) 


其 中 A ={ulte 


-= 
Di 


F=f 

[£*3) 5X ETE IN it Hat. Gy CA SA Pe BH X CT a 
ATREA pep ey ap Re A eek. CU HDI 
IER MRS, SAR XA gm SRH ae. niin Phe ue 
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写成 一 般 形 式 
SUD = er CGS ~ |G Not ot f)» 
ERGS 0 为 后 闫 ，Gi< 0 为 前 差 。 参 照 该 式 给 出 以 下 三 种 滤 
gs 
CRSHIDLIT ae IG ASI ; Es 0 (6-6-8) 


Gsl ar Fy) —— 0 (§-6-9) 


AONE TEI = 


SUS e, LG Fs) eme (6-6-10) 
ea 
RB Re cee, 月 的 在 于 使 S, 中 的 部 分 用 来 照顾 三 阶 差分 项 的 
稳定 性 ， 其 余部 分 本 身 为 耗 散 项 ， 有 利于 滤波 。 
三 、 几 个 具体 的 滤波 方法 

汉 * 诺 伊 曼 和 时 希 特 迈 尔 对 欧 拉 方程 引入 的 入 工 烙 性 项 为 
EZ 4) asa 
Popo WHR, DSO. 

1961 47-48 IP RE MERRIA OR 
到 方程 〈4- 人 6 中 去 ， 此 了 时 之 同步 滤波 算 村 号: 为 


SD = Ai 


» 1 eit if | 
sd» a, D JUTS 8. RUG | (6-6-12) 


a =o- q Hj e) 


上 
oos. , —mas(luid e) 


zx 
px S AS AMAT X 
s ê 站 十 apjat) 
S.CU 2a. dl dx 3x f 


- :一 -一 一 下 


Ap ax? |) ax !, 
(§~6-13) 


2 为 常数 。 
贸 姆 笠 在 文 南 52 的 中 同时 引入 了 二 阶 和 四 阶 滤波 
Ss( 0 occu eti. (6-6-4143 
SED = —óxC(Q0 tO uL Jets adios (6-6-:5) 
elk tg Pia, Yn Yin) 
€ -—maxiü, Adi et) 


lót P 
Y p = 一 -一 -. . . -. 一 gf ==! 机 + È 
有 1 r E, ° | | 
1 1 
上 一 一 -一 = 一 一 -一 
2 


式 中 9 Fost it BEER. 
在 净 献 [2 中 鸭 掏 造 耗 散 弄 将 式 给 出 了 几 种 平滑 修正 的 
Ji. 其 中 之 -- 为 


SQ 一 2 MESE 9 ; Lid 
=p ia. A 
Q; [Ad 5 ( -一 [| p" 
=F GE) 
4.3.7 了 Ge O14 
À 为 物 对 值 最 大 的 特征 值 。 
$ X x OW 
1 EAR. BHR LL PRR ORR. ve^ sh 7r 9k oS iR. 
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PER ALS} NTER AE 


第 一 站 直接 人 解法 


TESS PURE pihit Te SS aE. ATERIA. RA 
Bane tte Lau zT EE Re Be 十 1 eA. at 
BELAIR fF Be ee Ae PR, tS ey Ay [PLE YOR Bl BH A 
i —-P+ Re Re. -—RE Mee Spl. AMAR 
fk Gh BH RA SE PB E D) Ae EO 28 2r A EOR 7T EE IE 
i RA, RRR. «BY PURA PIACU PEG Be IE 
PUR FE SE RTT a ANT 

从 第 四 章 的 讨论 中 可 以 看 出 ， 一 般 隐 式 法 可 以 写 为 

{ 隧 了 式 部 分 ?一 4《 显 式 部 分 } 
BB BR. BHR ABR 

{数值 部 分 ; 5.0 — (物理 部 分 》 
Bhi) EE ah D wR CST Daa ieee. 
GB (BERE AR) EE RT RA CMe) 的 变化 趋势 
Ya ARTE Ao in) Rt, UB Ba ee. Sa 
式 取 定 后 ， 求 解 效 率 将 依赖 于 { 数 值 部 分 } 的 求解 方法 。 
SF ER SX E Bip RSS ACR RR TEC SE Zr EH 
AX-—b (7-1-1) 

RH AWTS, x Wu boum BALA BA 方法 为 
克拉 加 (Cramer? 法则 。 WRRAKRAN SRE, WE 
jo RP: WR SIR AA Cn + 0121. BaF (1972) 18 
HOD, WRA 26 PRA. PETRA fe CDCe6eo0 OL 上 m$ 
ak RE 16'* 4p, 

EET (Gauss) 消去 法 是 在 数 全 计算 中 有 效 的 经 营 被 采用 的 
Fik. BRAT Mh HR, HM (7-1-1; FH RE 
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Xii GREY. fe A Rake 2 XIX OPA. AS 
疝 革 消去 法 繁 称 为 主 元 消去 法 。 关 于 高 斯 消去 法 可 在 一 般 孝 科 - 
中 找到 ， 这 里 不 做 介绍 。 

AN FH 2E p Js PESE VE o7 ERG PA F EAS x) PZARERTETEILH 
PORTE I. WS EXT AREA vU EGO. OARS Kk Te 
Oe tk np EL Pe BN SE Ay Py HE CE BRR AR Sh A BP OR IRE 
Wik, —~At RIB, — AA iGEié. 


一 、 和 标量 追赶 法 
对 于 单个 标量 方程 通常 三 点 稀 式 格式 都 归结 为 对 如 下 之 共 数 


方程 的 求解 
Gua; tern, mda j—1.2.:-N (7-1-2) 
Poe, fey el, (7-1-3) 
BMWS Rae. RAP C(T-1-20 BENE dn SE KR 
pH Nt (7-1-4) 


HEAL (7-1-2) 中 之 fi! EAR C7-1-4) FR, a a BAC 7-1-4) 
FRI X: 和 了 ;满足 如 下 之 递 排 关系 


py dieu 


?bia (7-1-5) 


C; 
Arm bita; X 
由 式 (7-1-3) TS 
Awad, FU, 

Hp (7-1-5) 1B 7 ARKA m R ih A GE 系数 天 :和 了 了 | 
(jel. 23. c. NO. ERD TESTE EROS Popa et. ph 
F 2 REN SY ORD. AA ELOY fs. 各 刚刚 求 出 的 
A; MY Bes C7-1-4) HE Fb W RIB PETERS r 3 一 求 
iat EROR TE BRA RIB ot BR... 

rt FAB ELE RETE ER LOA ETE. SDRE Be LY; M 
V,pnjpikqgiétid RARER /; AY REPRE APR RM XD UL. 
TW EAGER. ntm (7-1-2) PPR ee Pe 
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6 imla,|tle}, j — 2,5, N—1 
(7-1-8) 
iO | ey]. [Ox] 72s 


WE Gb it Re Je faa. Bpix RoR et sce AH. 
上 面 介 绍 了 在 边界 条 件 为 式 《7-1-3》 的 情况 下 利 田 追赶 法 
求解 式 〈7-1-22， 地 可 以 给 另 一 种 形式 的 边民 条件 ， 例 如 


fof fna SIN (7-1-7) 
MERE X.— 1. Y.— 0. Mim (7-1-4) MAXA 
fs— Xf wey +Y, (7-1-8) 


Hye (7-1-7) 和 C7-1-8) FA TE IEGB EE Ee RBA Xe YN 
可 得 出 
Y x - 
Isa vy (7-1-9) 
E EGRE GB ELDER AX (7—1-4) 可 求 出 所 有 的 了 :来 。 
这 里 介绍 的 追赶 法 育 时 也 称 为 托马斯 【Thoemas) 算法 。 


=. XA BE CAD 


fr 3 V A RE do dm SER] RE SERE AS -系列 类 个- 206 0] 
题 的 求解 ， 在 每 个 空间 方向 上 利用 追赶 法 进行 求解 。 通 常 把 这 种 
交 芋 地 在 不 同方 身上 的 追赶 法 称 为 交替 方向 追赶 法 (Alternating 
Direction Implicit), AM AIHMIERM +H BIRR A 交替 
HAR ADD: BBD ELH ADI 法 做 一 简单 介绍 。 设 有 方程 

au ou G'N ao 
at = H (i+ a) (7-]-10) 
ikJDREBIDE FAAA A FP OR ee 


EÈ (SEL 4 OME) gy 
— He a (S, y (7-1-11) 
2 


imf 


(7-1-12) 


wae o, (SERIE apii) 
T zx ty 
2 
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X Seo A a) EEI wu; AE ox Zr 13] P3 6S B7 321 9 3 FF nd Ht 
(7-1-11) FG x A I8] E RUGB EE TEGK A A u;: P7? 来 ， 然 后 
利用 方向 上 之 两 端的 条 件 西 由 式 (07-91-12) PRAY Se bas 
追赶 法 求 出 所 有 的 奴 汪 来 。 可 以 证 明 ， 通 近 于 式 【7-1-10》 的 
式 -1-11) 和 (人 7-1-12) Bot — Br EOC. dx, L 
Hd re] fa) Ar rt ing PRE dto R2 COE TE ERG d. 

im 5445 LETARA AAEE x ER JS ERE 中 去 ， 
Bp Ay BE nU ART RISO OLA, xu zy. mr. 但 方法 类 不 再 
是 无 条 件 黎 定 的 ， 而 是 茶 人 性 稳定 的 。 道 格拉 斯 和 RP (Douglas 
Al Gunn)" Æ 1964 年 给 出 了 如 下 之 求解 三 给 门 题 绝 对 稳定 的 
ADI 方法 


]. u*—u" 一 一 81 6O* + uP) + aaan 

E oxk nm i 2 ^ u H, a2 = 性 n 7,,= 
2. u*"—u^ ——J3- Ca Fa) — c7 Oa ba) + Sith 
3. u^ —g" 一 -过 ó1 u* d u^) + -3 óscu** + u^] 

i, 2r a+ ] a 
+ 3 sifu +a) (7-1-13) 
去 中 
H. m if oix? 申 iy = 一 i ay" 4 Ha —_ H Az? 


=. FER IB 
MEAG BAHT ein E deer BS SE nI ELI SES Se RET — A 
Sog p pU T£ 
AP it BePet+C; Fh SD; J= l, oy N (7—1-14)J 
Fy= Us Fa =U 
这 里 A, B,C, ARH. Fi. DU CU. AWB. SOR NI 
部 分 中 的 讨论 可 得 到 旭 下 之 递 推 求解 过 程 
X:——UBi AX; 
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Y; UB, - AX) D; — A: Y?) (7-1-13) 

Fre XP tY; (7~1~18) 

KE X, WEE, y. 为 站 其。 利用 两 端的 边界 条 件 沿 了 之 增长 

方向 可 先 求 出 所 有 的 系数 X, 和 了 来， 然后 可 依 式 《7-1-164 求 
ih BEA A FE, X. 


第 一 节 近似 因 式 分 解法 


在 这 一 节 中 将 给 出 两 种 近似 因 式 分 和 解法 (Approximate Fa- 
ctorization)， 一 种 是 简单 的 近似 因 式 分 解法 ， 一 种 是 OP FE OT 
比 系 数 窍 阵 分 发 技术 的 近 位 因 式 分 解法 。 同 时 还 将 指出 ， 如 果 深 
用 特殊 形式 的 系数 算 阵 分 裂 法 ， 则 可 使 求解 过 程 大 汶 简 化 ， EZ 
指出 的 是 ， 对 三 维 问 题 进行 近似 因 式 分 解 时 原 稳 定 的 格式 可 能 变 
得 不 稳定 了 。 


一 、 和 简单 近似 因 式 分 解法 


对 最 简单 的 二 维 隐 式 方法 的 求解 将 对 应 于 五 对 前 瑞 和 矩阵 的 求 
北 ， 对 三 维 问题 的 最 简单 隐 式 法 将 对 应 于 七 对 和 角 英 矩阵 ORG 
到 县 前 为 止 还 没有 很 好 的 方法 来 求解 这 类 问题 。 现 对 这 类 多 维 间 
题 的 求解 多 采用 ADIT, GU RPA ATER 方法 等 。 这 
些 方法 最 后 都 导致 一 个 简单 的 求解 序列 ， 然 后 对 序列 中 的 每 项 采 


用 简章 的 方法 进行 求解 。 
在 第 四 童 中 曾 给 出 了 一 个 对 OE 问题 的 一 般 着 分 oa A 
Cr = 0 和 情况) 
Ci un^ 2022 VES + @.d,A2° OS FO aay (7-2-1) 
Hp 
B — 
2 At _ 2 di 
a= wo Akt ^7 77 d dy 
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I (7-2-1) Apel so; ABM. RAE eA Y 个 近 
(ARATE. EHE TE FARITA (7-2-16 
求解 

rT a6, A.P GIL A OO cf UT (7-2-2) 
PY 35 up xk Be G e FA RA Re 


(I dA, ] JG = AU (7-2-5 ] 
(I 十 Uu As * MÓÉUÓni—dls (7-2- jJ 


班 已 将 对 一 维 问 题 【7-2-1) RSE Ap X] T —f&E(B S CO-2-3? 
BI €7-2-4) 的 求解 。 

AIR XI3SARAEC 5 A SL RRA, MGT DP 分 解法 
XS hy. PE et FR HE AY SR E E Y E PF 7-8-3 ACF 72-412 
A PA pS = et Pe ee ay okt, BYP pA (7—-2-32H A Hj p XT 3 rs 
Hi 405, ERR EW PAE eo LE OR M adi He. PEER 
H EKHI Gs XE; IR Brand dalp 3€. MALT -2-3 3 
和 (7-2-4) TI FA PPO Se A ee OR ye 进行 求解 如 
Jp RE XE LIAE IE oe RE, ke T A TF — £t Pa Ry SRE Fe it, Moi 
简化 了 求解 了 过程， 

Bee -PI (7-2-1) Al (7-2-2), LJ dri ux rmm 
Ay iia ET PR PR. AG (07-2-2) 2 A m IT UY ih 

(f+ iud de S, d, dt oad d, d. DD = d 
(7-8-3; 
Mat (7-2-1) AIC7—-2-S) 8p Xn. LOE DS A, RR SS] A Se 77 
BS (A Ovi Astrid} 


ac à at? ) 
s (Xi, ft fx ———l. A. | 
ag HALAY Mo! Ay ay Ae ar )J 


= QC UH: efx ví y) 


Ba dr xe Bt a Se SAS AE TA PHOT E BEDA SHEER — Bru UL 
Igi dé mg ud xm $68 BE. 

点 形式 上 站， 对 三 维 问 题 也 可 采 月 类 位 的 近似 因 式 分 解法 . 
在 对 三 维 问题 进行 近代 因 式 分 解 时 应 信 吉 小 心 。 在 本 章 第 一 站 
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ede in. MOSHE) Be A Re ADI 方法 简单 地 推广 mp 
In] z8rrp az Br 498] a] EE SS AP EB ED. TER A (a Ash} RE 
时 也 和 祁 在 类 但 情况 ， 原 绝对 稳定 的 三 维 隐 式 法 经 近似 央 式 分 解 所 
得 到 的 格式 可 能 是 条 和 件 稳 定 的 ， 也 可 能 是 不 稳定 的 。 狐 通过 模型 
方程 对 二 维和 三 维 回 题 的 稳定 性 做 一 简单 的 分 析 。 

(一 ) 二 维和 格式 的 稳定 性 分 析 

设 有 模型 方程 

ta ^ b P = 0 (7-2-6) 

其 中 系数 为 常数 。 取 对 应 的 差分 过 了 近 式 为 

| 1 +8 (aĝ t 0.53) |,u}7} = — (a, Âr H a,63)97,, (7-2-7) 


其 中 


E HO 
G,— a PE 一 J Ay 
XX (v-2-Y) PR A = 2 mp EX DEBE TS ppm 22 2 G.M S = 
1 BY AA A) ep ee sp ok. SE SI 1 时 格式 是 绝对 稳定 的 。 对 
ETa (7-2-7) HER dex GU a o 
E 十 a, | 37 


一 — (a to Â Hir. (7~2-2} 
Iri i See ase. Wes {7-2-7) A (7-2-8) AF 
Jt [R] JE RY A AL TF 


E 十 P got) 


A «( 7 — ] 1) Casing, +a,sin@,) i 
C=. 3 -一 一 (7-2-9) 
4+ ~o [a sing, + asina, ) i 
Stal (7-2-7) 


FEX 
对 于 式 (7-2-8) 


4i 


2 
) Tiaa SING sind, 


DRY 
不 难看 出 ， 当 月 凑 1 时 格式 《7-2-7) A (7-2-8) 对 任意 步 长 比 
者 是 稳定 的 。 
(二 ) 三 维 格式 的 稳定 性 分 析 
设 有 模型 方程 
nu au au NM 1059 1A3 
Oa tI pa tb ay to ar = (7-2-10) 
Lts., Bop C ARR. DT ESAEREN a riESM 
zt u zi — n AE 
ay a? n= bay? 87775 
B =a sing t a,sina, d asina, (7-2-11) 
C -—a,0,048ina ,sim«,sina, 
Mts (7-2-7) 的 隐 式 格式 为 
[2 launti 
= — (a,d* d- a. apt ad uu (7-2-12) 
BPR MARE A 
i +(4 -— 1 \z, 
G = — A m (7-2-13) 
1 2 B; 


estan. 34 8 29 1 IRE RP FEE AE TEE R8 EN., 
对 应 于 式 (7-2-12) By Wr TW E 5 SE xL A 


— B a ir P F B a B ail 
[1 Lc 5 Gay . 1 H-a EUM li 1 + 5 GO uu. m 
一 —(a,8$a.O$ c G82 87 pna (7-2-14; 
这 - CE RARA AREA SLOT 2 
å 
ETEESI 
a yi O R (7-2-15: 


式 中 的 4, BACAK, BMC AM 《7-2-11) Bp X. XU 


2&8 


BKM ee =i AP = 23t, x& (7-213) WBE. 
3 = 1 WAR. BRIGICL1, Hika RX 17- 
2-15) 中 得 出 不 等 式 
BCx0 
然而 这 一 茶 性 是 礁 以 得 到 满足 的 。 例 部 .外 式 《7-211) tB pom. 
“Ta c0, 60, ce >o IO «a, ral B4 C ZzdEGES iB 
SER SH, ER RRS RUBS PES CB = 1) x RS oh ei i Sp 
AE kg PT FF BY AY A Re RU. 
“4 P= a2 ux (7-2-15) 可 知 ， 稳 定 必 要 求 满足 条 年 
2HhC =<, B? 
iis AMC ME Mast (7-2-1141) npn 通过 和 这 当选 取 的 步 长 比 ， 
这 一 不 锋 式 是 可 以 得 到 满足 的 。 由 此 得 出 ， 原 绝对 稳定 的 名 何 了 网 
ARJA EX Do 6 5X, Se 3E ABL DL 3X 2) IE Ae ZR FER JT. 

EBD RIOR T Bi. Rit CB ARE 
Ray GBD AR RRA. sEGDHBHOT Ede. PLAGE IDA AD SR 5) RE 
P^ 3a) = Ee] sm a Be epee A ERI GA N 
XS} AAT RE EA PP REY. (E aT RE PO SE. 


LL. HARRIER oe RR IT A BS 


iiie 7 FeAl wp Re. Oe I. A SE 
ae HE GT Ur (o> BEA BE PRUE ES PA TR. 这 将 可 能 引起 
REMAR. PHE Eb ee PR TY iro — d Ex T E Oe, 
HR. E giie — HI E aude dU pgs 4 RER TAGES RR o PE Ie REOS) X 
TU I GE a> EE TAS. 

《一 ) 一 锥 问题 的 近似 因 式 分 解 

在 第 四 章 中 的 式 (4-7-12) mA FE gum fo AI ox > REP TAL OE GRE 
3rC v = 0 fF GL): 

C£ +25, At OU HENA AD m uU (7-2-18) 

dido ds a] XH SU RR. AS A AT 采用 [ul 
的 分 型 技术 。 对 恨 式 (4-7-12》 s] (7-2-16) ATA. Hp TL 
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ER o> E m | A PN EX LB XO 
SLAS AAU 

在 - - Af OL T BPS) A RTE BU ER I ALAS BU] ERE Dy O LAA, 38A 
沪 常 数 定 阵 ， 且 利用 第 四 章 第 一 节 中 的 第 (2 种 分 型 时 ， 出 
A AT -0nj, (Exe HmGX 02-160 不 引入 任何 新 的 蕉 
HIR. xq (7—-2-16) 可 改写 成 等 价 的 求解 压 列 

UAFA IROI S AUI HEA UT —-gG, C7-2-17 | 

TARA IAU Hb A dU EKGs C7-2-18) 
xt (7-2-17) DREE ET F gd ERER, HIRA EH 
按 了 之 增长 方向 求 出 AU 3X. A (7-218) BES EO A us 
SHREK, IE 7 之 递减 方向 求 出 OU 3. 

HFE AC 的 特殊 掏 造 ， 司 得 方程 (7-2-17) FAC 7-2-18 | 
Feline AY Fa CR AR SR, GARR (7—-2-17) 其 解 可 写 为 
AG = STU HAD Se 

(=) ZH Apin il ash ot Be 
LTH BERI VELIS RE RAS E HE BID 2 n) E a OR 
ASE, ANA EY IS R AERO OR TOE apg £z y — 8i 
üt zs HE A at 
CI Reg S: AT: FAATOA A 二 A MOP mU 
(7-2-19: 
更 介绍 了 两 种 对 式 (072-19) 的 近似 因 式 分 解法 。 
第 一 种 方法 为 利用 A 和 UA RR (772-19) 近 和 要 地 化 为 两 
AI E RATE sh, EF 
[I + aed: +t oad A IT +4, 8, Al adr An Or 


mU, (7-2-20) 
此 式 可 改写 威 如 下 之 求解 序列 
[Id GLATT 0A 124,5; 6:402, 77 ZU, e CAT Jei 
HT Gy C ATG Jazi (7-2-21) 


(E-a A A A ee, 
~ GI Adel’ Jing (7-2-22j 


"EL 


X (7-2-21) WRR AMEAZA Cite 21) 向 右上 刘 进 行 求 
8E. st (7-2-22) ALARA FA (Pa. Ja 进行 GR. 
在 每 个 网 格 点 上 对 它们 的 求解 只 需 进 行 一 个 对 四 阶 XBER 的 求 
Z, 由 于 系数 矩阵 分 列 技 术 的 采用 保证 了 主 对 角 元 素 的 优势 地 位 ，。 
这 种 近似 因 式 分 解法 原则 上 不 破坏 原 看 式 的 过 近 精 度 ， 简 化 了 求 
和 解 过 程 ， 且 在 求解 过 程 中 误 蔗 不 会 总 又 积累 。 访 方法 可 很 容易 准 
广 到 对 三 维 问 题 的 求解 中 去 。 

对 式 (7-2-190 还 可 以 及 用 另 一 种 形式 的 近似 因 式 分 解 ， 即 
PY -i BIG E emp x 

LA T+ od A SOF TE oy As ICE dO) 

x QU PTUS (7-2-23j 

这 种 近似 因 式 分 和 解 可 很 容易 排 广 到 对 三 维 问 题 的 求解 中 去 。 


三 、 利 用 特殊 系数 矩阵 分 裂 法 的 近似 央 式 分 解法 


在 上 上 一 部 分 中 介绍 了 近似 困 式 分 解法 ， 并 可 看 到 ， 利 用 雅 丙 
比 系 数 矩 阵 分 鸳 技 术 有 有 勇于 改善 对 代数 方程 的 求解 。 一 般 说 来 ， 
采用 第 四 章 第 二 节 介 绍 的 第 【2 ) 种 分 型 方法 为 佳 ， 此 时 是 考虑 
7] £938 Lf e BS pod Us Ie xETg 23989, pu 252) 2 TÉ Pv B6 HE RF 
He Pee, HM RAE SDRBRAR REE i tt 
ti. (ATER EL gk oR ot ERE HP f ih. 

现 将 式 (7-2-17) 和 (7-2-18) Meee PIB 

HEA GU =G, (7-32-24) 
[一 区 AIST = Ga (7-2-25) 
在 滑 善 了 之 增长 方 问 求解 式 (7-2-24) HE, AEM. Bas = oe 
小 方向 求解 式 (7-2-28) 时 G. ACH. EVRA 
CISS +e A SG, (7-2-26: 
Bu = SCF -—4@,A°) SG, (7-2-27 3 
HOP A* yi AT ALR Se. S Tu S RE oR OA, 因 
mist (7-2-26), (7-2-27) AR RIRA Se Roos. x&Hi ES a 
ERER Bet, in ie dg Aa AP eA 


ARE EDR 7 A ARS Pee a BBUGB C30 种 站 
PEA BATS EBB Tue. ZEA Som 
5> SOE BY KAR 

As tan Hae) 


] r Gc 1 


-H ag, A’ PIS - eee = -—- ..-. 一 中 一 
(I--«.A'1 1 1 Peters 3! (7-2-28) 


'" (7-2-29) 


P-a Aeae I paloi) 
其 中 

|o 9 i lo 0 0 

I,='0 1 0 R= 6 0 0 

lo o 0 | o 0 1| 


ERR PA et =Catjeup/2, eA ea this 的 声速 。 此 时 
Say HR (7-2-28) Al (7-2-27) Mibi 


| (S 

"— Gabe tat | US De | 
| | CS dere 1; 

(7—-2—30) 
| "ERI 
BUT = 1—au Ce y+ a er (SU | 
| | Tu MD 

(7-2-31 


x rn 


对 式 (7—-2-30) 
Stat (7-2-3831) 
A, AER X Ws. CS. GS 2) DAER S RST a 
JU X. 
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其 上 面 的 讨论 中 可 玉 肌 出， 选用 第 四 章 第 一 和 中 的 第 (3 cde 
Sy BA Pe AR OB GG FETT SE P AS TAB ER Pe Ee a. 
AWA TAMA EIS. KIARA R ERM PEAS 
FE He AD b CIA TDTE E ZA TR o 

iAP p BS A RE a HE S) HERD = AB E 3. 


. DDADIL 求解 法 


BRIT g, EL aR A ace meee (Lombard. Bardin: A Yen- 
katapathy) XE A xA. 824 A A DDADI ik HHL oft T 
— s& TIME A Sia. FE DDADI HI ER sce ARB x 
志方 回 法 (Diagonal Dominant Alternating Direction Impli- 
cit). Sib LE ERE HE EC RR AER BREA ERE ESO EROS E 
对 和 角 元 素 占 优势 的 。 这 里 所 说 的 DDADI 方法 是 特 措 部 巴 德 等 人 


所 发 展 的 方法 ， 
DDADI Jr ik Ab BB UH A SF XI CSCM ZEE TJ RE B9 — PR E E 
Pal 3X 4) TRE TAS 


{一 ) 一 维 DDADI 方法 
在 第 六 童 构造 了 机 下 之 CSCM 方法 : 
(IHAA H ASDA; = — A'CÓIU— AS: =RHS 
(7-2-32) 
这 里 A* dh A pR, MIER A AE en IO BPE. 
mk -PPA EP D O R RER TIEM Bü XBPR. EA (7-2-37) 
中 将 步 长 比 -PAYx ALIE ER EE SUSBEE AC ET, EAT å 之 前 
HIRE AT 大 C7 了 一 1， 了 7 了 2) POR XE, ô; B lt A 
Cf, +1) 两 点 启 的 某 种 平均 。 现 定义 
D=I+A'— A (7-2-33) 
Waste (7-2-32) PMMA SAP IDE X 
GEL ATAHAN DULU H AH A AAU S RHS 
(7-2-34) 
或 将 其 改写 成 如 下 之 求解 序列 


Dà.;* —RHS-- A'U T (7-2-35 
Då: = DÂL — A ÅU j (7-2-36 
U I= dT éu (7-2-37) 
est (7-2-32) SA teen RB Ss At be 


DU , ^ BUS + ACCU i^, ACA (T—2-38) 
DU“ 


XER (7-2-35) 和 (7-2-38) WE Aih EJ m 增长 求解 X 
(7-2-38) 时 A551 BIA DOR EHE. MA Scu A RR SX 
(7-2-35) 意味 着 在 按 了 之 增长 求解 式 57-2-382 了 了 时， 将 BUB 求 得 
之 ira WEBUFE ASR (07-23-38) 中 去， 而 未 知 的 Bec, 则 以 零 代 
Eo HEA (7-2-36) 利 式 【7-2-33) BP, TEM RAR PE 
rn x ER CE SR PEU Sect na EB FA 35 C772-38) P, mp oS HRS Oc ie 
以 正 向 扫描 时 求解 的 ipt, 人 之 。 

现 将 利用 普通 系数 矩阵 分 裂 的 近似 因 式 分 解法 和 DDADTI 注 
注 做 一 比较 。 如 内 将 式 £7-2-17) Mise (7-2-18) 中 出 现 的 系数 
Kae) At 中 去 ， 并 上 与 式 (7-2-35) 和 和 式 (7-2—38) 进行 比较 可 
CLUB, DDAD] FH EMS TY EM fasc my p sed fo. 

XXE PA PHAT HEELS SX, 0E RII E QI EA EZ fL I OY ET. 将 
式 (7-2-84) 2A S IREI EA. RHEE 5 式 (7-2-32; 
PET HEE. WSR) EM ACHR 23 

TO, ADUA, OF 
3u SOK LERA HH Z A Aap SRS 式 (7-2-32) 进行 比较 ， 
则 可 得 二 者 之 类 的 主导 项 为 
LAA, —2A° AC. AAT] 
A HEH, DDADI 2riE S LX SRIST ES ZR IJ SE RETO 
A'DAUU 

ya EC AURI OK HH 2 1; Br 3| CS EXIST RSS SA 


2 —- 
E T . 8 可 GU 
eX ACA, x? ( ai ) 
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严格 地 说 ， 在 一 艇 情况 下 DDADI 方 法 不 遂 近 于 原 非 定常 售 微 分 
方程 ， 而 比 姆 和 污 明 的 方 续 是 台 近 于 原 非 定 溃 偶 微分 方程 的 。 这 
网 种 方法 者 可 以 做 为 求解 定常 问题 的 介 代 法 。 了 好 巴 德 等 人 在 文献 
CORAN CSCM 方法 计算 EE 问题 ， 计 算 表明 DDADI 方法 
Aa E B Dima Sy xg BE. 
(一 ”二 维 问 题 的 PDADI 方法 
关于 二 维和 和 三维 问题 的 DDADI 方法 可 参阅 文献 [9 一 TI11。 
设 二 维 问 题 的 这 近 方程 为 
(I+ Lòt =- LEG (7-2-38) 
其 中 
L=L +L, 
L= Ai: Aidt 
L= Aidy + Ady 
FEVTILIES UTRUM V 
D=FOjA.|+ {Aol 
对 应 于 式 (7-2-30 Bj DDADI 方法 为 
(D+L,—-|AJOD'D+L,-JA,j60=—-Eu (7-2-40) 


或 号 成 求解 序列 形式 
(O+ L,—LlA,Dàvu'-—-—lLU (7—2-41) 
{D+ LIA = Daw" (7-2-42) 


DU so" + bu (7-2-413) 
(=) 三 维 问题 的 BDADI 方法 
et SAE pa] BAC! 设 式 【7-2-39)》 中 的 工 为 
L=Lo+bh.t¢ Ls 
XF LAL 的 定义 同 二 维 情况 ，Ls MD 定义 为 
L; = Aid + Aid: 
D=—1+|A,fr|Ael + As} 
TEX BA C111" A5 HR RIEA 
CELA bo LO — e Le (7—92- 11) 


EXE Bo EY 93 EE X 
(D. bi Aa Ja SO BE (7-2-42) 
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(D+ L.—1A,DA&UT -— DAT" (7-3-48] 
OF L'UUS Bate x HERAT GARI ee D eee E 
EART EPR. 


"BM XEM A 


在 本 章 第 一 节 中 讨论 了 直接 解法 。 对 一 维 问 题 ， 数 值 计 算计 
很 多 情况 下 对 莽 分 通 近 方程 的 求解 最 后 都 导致 为 莹 对 角 块 证 阵 求 
道 。 对 多 维 问 题 的 计算 极为 复杂 。 在 本 章 第 二 节 中 介绍 的 近似 国 
式 分 解法 可 以 简化 求解 过 程 和 节省 计算 工作 量 : 因而 这 一 方法 在 
实践 中 得 到 了 广泛 的 庶 用 。 在 对 差分 通 近 式 进 行 近似 因 式 分 解 时 
入 泻 电 引 六 了 新 钓 惟 断 误差 。 一 般 说 来 ， 这 一 新 引入 的 规 断 误差 
不 会 改变 顺差 分 格式 的 形式 通 近 精度 ， 因 而 对 求解 非 定 常 问 题 这 
ERT Baath, ATER ER AI AG KER eH. 
aa TAM fa) 4p Ho AR RT BB HE A EA XR BT BB c ee Bl eR AY B SIS 
Zr ARIAT Sh > RD AR, CE TOS] AT ed REP fi) Td 
ibd AUC. RAPER SEAR I xXx— PE. 

Ay as OH off 2 BE fr 2B SL Pe oy BE. b ee - 3E EK (Gauss 
Seidel) ECHR. AS Nr-SE R CRRA. AE AAR HE. E 
BE RIS, 


一 、 高 斯 - 塞 德尔 选 代 法 


高 斯 - 塞 德 尔 夺 伐 法 基 一 个 比较 简单 而 行 之 有 效 的 力 法 ， 这 
一 方法 在 党 际 让 算 中 让 广 泛 应 用 。 在 第 四 章 中 讨论 气动 方程 的 池 - 
分 拓 江 时 可 以 看 到 ， 站 用 隐 式 方法 逼近 微分 方程 时 所 后 都 导 人 至 必 
好 下 之 线性 代数 古 程 的 求解 : 
MIX =f (7-3-1: 
7 f ACA NERA. MAN NWH EE, XA Rt 
HE, FER (7-3-1) 可 用 消去 法 进行 求解 ， 但 常常 采用 ib 从 
Se AAS, BSE M 分 成 汕 个 矩阵 和 的 形式 
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M —L-—U (7—3-2) 
At LA PSA, BSHIDM Fo CER. UA EZAE 
ABER. TAREE A de ES oR EAR | — FE XB EE S 0x eH 
ra TBS FARK NE 
Lx* =U X'+} (7-3-3) 
Rpg AR. BMA EA C7-3-1) 不 能 进一步 fh bree 
Wi Mur Bit ae ET OR RR RST ABA. AAR FR M PEA s 
SET 


nmr 
二 


- 
[re 2; iG; | (7—3-4) 
= | 


且 至 少 存在 一 全 WESS A 


ia 全 del (7-3-5) 


WS B-E e Rie (7-3-3) 是 收 襄 的 。 还 可 以 针对 已 数 方 程 
#8 (7-3-1) 4p 3d ddr ee. XS BER XE TAE n] ZEE A C13, 14-。 


二 、 气 动 方程 的 线 高 斯 - 塞 德尔 选 代 法 


oto AUR Chakravarthy) FSR BY EAN 
H Fy ER EH SE RGA RTA OR ARR Y Ai ah Bb M XQ T 
it — Ae) BREAD TA. HIB YT ee i3) D FED ES. 


式 法 可 写成 如 下 形式 
B&O np tA GU HO" às. t D'or 
HE’ GUia = FU (7-8-8) 
其 中 


R* =«,f Aj o nage D* —G JA. 
C" = — 0.6 Ag desjets E* =a At J 
i A A L ta A Aa) 


f 
u 
T4 


_B 
E 2 At 
“1 = 1 e X a, = 1 cr vy 
ü 2 


式 (7-3-60 之 右 端 为 在 # MAJEE OR {F BE, AT RIA gal 
AN Fa ETT ELXBEE LA 和 A: 26 RER 4) SG BITS S] 的 FY 
Tre. TESS PRET A Pe A ss dg 
bes. d PAPER Se 
P=1, 8, 5, 
Tr XCHALI122'*! 41-29 ga2Up-3E a RR PO TITEIBIEPE: Coi BR A 
Hj Cz 递增 ) 两 个 扫描 过 程 组 成 
HEINA Cail): 
B^ 07 [5T A* Ui + oO &pDi.-D' ess. 
HE GINE =40 5a (7-3-T) 
向 前 扫描 Cr T2. 
有 GE 十 
HE STNG =A (7-3-8 

FE. FITEHT YE G + 1 FEEL Os: WER. FAA x 
即 代 入 到 方程 (7-3-7》 中 去 ， 而 在 i 一 1 排 _ 的 相应 六 为 A En 
Bt. AERA HH eH A Ai —XBOTB SUIS CB BCA 
19, “EMAAR ep i — 1 HLA. 可 用 新 AE di 的 
十 十 1 次 选 代 利 代 替 (7-3-8) 中 的 上 Don Sx i + 1 HELE 
HEH PURER. 

Pex PORTE RAPT Ep, da abe 
WET A i —const. 名 上 对 7 了 方向 上 的 三 对 角 块 矩阵 求 
闭 。 当 这 种 正 友 扫 撒 过 程 收 般 到 一 定 程 度 时 ， 可 以 得 到 亲近 量 
Ge ， 从 而 可 得 到 

oso +6 
MIRE Yn +1 A EAST CPUS. 可 以 求 出 在 fn 十 1 时 
间 层 上 的 余 量 JU, PEE Se bit RAR ER Ja EAS BP A 
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-D tH) (5) (pel) (pen tp) 
TEES hÁI*1 
I - 
* uu S* " a: 
i-1,j. 1, f 2+1,F i- Gj i j +l j 
ud »" 
< | mS 向 前 扫描 | > 
图 7-1 SC Ry REM RE LAS EE 


X2 qup SE BEAR ASB Uan PUR A E HEC be a SP. 
Ti LEST PP Br ER LEE PS A ARRA EE SE oT dU 
X. ORA BT ae RE ee EQ 斯 - 监 
BE ORS PLEA S fH AE BR EARLS A AE Se R ele ETAt OH 
为 了 求 得 Ou ROBY A E iad Be. 


=. KEHEE 


TO PES HE SCR C06 ] ESR OH ee XE (OE [ORE T GE 
Sh Te AEH EE ORS He Sa i a, POR Ee a A 高 斯- 
As AR A BE TE TE gy PW BS 5E 45d —const. R 
上 在 了 方向 了 上 的 三 对 角 夫 证 阵 求 送 。 存 文献 563 中 不 是 直接 对 这 
— =A Pea, TE RECA PEF ORR. Sie REGI 
AI RAE pi PS Pe ERA RB, SRE RR SO 28 ey E GM CK 
gif. (ERE Gt SEF) ORR eA SES JP TE th Aa = A AR 
HERRE, AERE BRERA P (eh SE de pE EE 
AZHAR RRE., VA RE muk [HERES BOT AE AD OBE 
biR LIEK, 

ATA EER C a ARE, He fe T BC SE 


29% 


PM AIT Ge, xp Piet 8 (hk AO SS A E E A RA EY 
Te AU eR RR. BE X fü Be Ep A OR A EER 
道 。 现 通过 对 过 近 于 一 维 气 动 方 程 4-2-6) PSA BES OR O70 
SRA wie He ih le, BIT ae esp ey BA a F 
形式 


BSU nit A AU tO SU 40 (7-3-9j 
其 中 
B*—a,A;,, A*°=Ft+a,CA'—A); 
Ë 
. 2 PT 
CGC TeoAi OH a7 [x 
I TaT 


We BY A HE ARR EE HX 7-8-9) 中 求 出 增 量 50 
3x. BAAS ARR EE kR BONE R 
dE RIEL Hat (7-341) rBIEAEMEM HRA RRA 的 形式 ， 
其 一 为 下 三 角形 定 阵 ， 另 一 为 上 三 角形 定 阵 , 然后 采用 式 (7-3-3) 
进行 选 代 求解 。 更 为 一 般 的 情况 是 分 裂 窍 阵 了 为 
M=N-P 
mie hit BA 
NX PRI+F 

XX!B NORIPR—53EJÉ LE PSA MS. BAAR TAPENI 
Rw, 如 对 式 (7-3-8) 西 将 系数 矩阵 分 型 为 

B*=B, +B. A*=A,+A, G?=C,+C 
i AAA 

Bde it? + AMY AOU fU;  C7-3-10) 

—(BS6, Uf + AG, UP + Có,D 13 

APS ARR, BAB. A, MC, Hie ETT Bik (7-3-9) 
HDR E, MRE A ai eee, ZEST 6 1 epi — 48 
单 的 方法 、 利 用 第 四 章 第 二 节 中 的 第 《3 ) RS Se my P RH 
A^ WB. A.T8C.BELE JE 
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H.— aw f. JAQ4—01-dcaqul4d- c» 
人 一 -一空 ;了 
ix H FCA RA ie. c WER, a FERRE eM. PAE 
SERE As BHC, TRH A, BACH 
B—-—ecS" "LS, A--—acSHLS 
C= -a cS S 
式 中 五 为 对 前 算 阵 ， 除 对 前 强生 第 玉 个 元 兹 为 1 外 其 余 元 素 "Uf 
HF. F EAE D eee E E ee aS TSad 的 者 
s 
(S7 us 
S I.S, i. SU. 


CS sue 
其 中 


5 
E, = 也 (SO UD; 
fal 


(Sis A COS a.) FRA AEE ee SS Ix. (UD, 
为 向 量 OU A> RB FR t fE (7-3-100 可 写成 如 下 之 
形式 
aye S401 +a, Cl ult 6 3a —a u's 
= Fst CoS TNO tes UES Sb. 735. 
+ £eSU FE Sd. 673; (7-83-11) 
该 式 之 左 端 的 系数 名 为 标量 ， 它 可 很 容易 地 利用 标量 追赶 法 进行 
现 对 这 一 选 代 过 程 的 收 荐 性 做 :一 简单 分 析 。 利 用 冻 缚 系数 的 
万 法 取 式 《7-3-11) BRERA RMT Ae FAS. FPL 
到 式 之 厂 端 项 4 人 不依 天 于 选 代 数 2 。 将 该 式 之 9 十 工 次 选 代 
时 与 8 RER BAR. SRRGZEGELIGDEES. WAH IKTE d$ 
HE a] Sg 
KTO =AL 07, —S Suir 5 


的 许 次 方程 如 下 ， 
au y) -Il1-ea(uldec)yus—aayp 
=a ely {Pi +a,ceI Yi? +ael sy 37; 
VAGA IL RPA AB, 2AA A el ER UE VT EI DE 
可 得 到 如 下 之 三 个 不 同 的 收 襄 系数 i 旅 太 因 了 于) 
G= qc 
UY -Racca| u|C1 —cosg)-- ia usinà 


a c{ cos? + ising 5 
2" T pacta] 4] 1 —cosd) ia using 
GC. |  aQc(eosU— ising} O 
3 l-rac-a|uit1 —cosd)-- ia. using 
RERÉR|IG.|I 1, BAe ate AME. AE R ES — Phe cm 
Men Br. XP dE£ETBERSUSEBRIRDESE [E SCIRRXEBd. ix RRuh dk dk 
Un Sc de Mec ec Inr 
X4 AE fa bA iE ARID, Sh REE RE ge HI-3E $8 
AUR, EPA T BF ee RE 
B* OU rept A5 OU; + Q eiu dU (7-3-123 
zs T d Oi Do Eo 
在 正 反 两 个 扫描 过 种 中 式 (7-28-12) lix SAC HP HE 
XM DES Y. VEGETIUS 


bU P + aad SP ead 92, = dC FD (7-3-13) 
HP 
b, — ot! , Cg ~ — a,u 
ag,=C1 +a l u| c2-Fa;virc2)32 
B 
22 n dio | is 
iX, — . a zx z 1 a ANY 
7 2 2 


Ho tae IS hS, L S71S I VY}, 
+ e. {Cosa TS D Jargal + LeS ELS uu ed uud 
+a, {e CI — S3 I,S,— Si SO, 
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MMR GOGR IR. STOLZ RRR PAR RRR DT. HS oZ 
[nj dp AE A SAR Rh TT 14， 则 在 每 个 时 间 层 上 内 屋 的 进 民 
计算. 工作 苹 将 小 于 对 三 对 帮 块 址 阵 求 放 的 计算 工作 时, TE OD WR 
C GTR SRDS Be Bia A Be EERE ART PA BAK, 


四 、 和 牛顿 选 代 方 法 

SAT AL. ESSE ER PEAR BRR Ht, | A RP -- 
Mi PER AAT, POPP PEACE A AE i. US it 
ER. BARIERE Be fE 

fix2)-—0 (7—3-14) 
Su, B x. 为 世尊 的 其 一 近似 根 ， 它 不 能 准确 地 请 足 方 强 (7- 
3-14)。 引 六 修正 量 OX" U. 希望 对 进行 修正 后 所 得 到 的 x = 
x” px" FR BL E 
Fix f Cet A = 0 
WT ERLE x" gx EEIT GE R ER 28 
FCS fE CP Sw "Te 

取 其 主要 项 得 

a di I (7-3-15) 
uaire, HA Ae x” 按 式 (7-3-15) BEATE JF RP 
可 得 到 预期 的 近 亿 解 。 

和 牛顿 选 代 法 具有 二 院 虫 化 速度 ， 且 方法 比较 简单 。 这 一 方法 
bi at SB oR HON pe HE ME V8 Pp da uk Au. rhe SI BE Pod FÉ 
As Wie S8 a 

JE 4E He ARS A SE AE OR CE RR ae I Bieb HEC. XX E 
Zig BA OT Ie, BES ORR oe Iu B OI mi 
lie} 是 


— a FED + GP R= 9 (7-318) 


Aux ee Ra ee RR A, a TRB CT 为 CL 


Sus 


知 ， 现 以 量 OU REE, ABR UE RE oO =p 
为 更 CAG GABE RR 代入 式 (7-3-16) 后 得 


a 十 -= -一 Gg € c5 + 

au Carte + dt) * 5v [Fe +A’ 2120 

在 SE LEEPER. JE Xm Bü umane 

0 o 2 T + 3 + r-ra tn — ~ 

"ay U IHA OI + Em ered PEAT AGI = 0 

这 里 A, ARESPEE AREE DCOLO/DOD, EASE Skin Ze 
8 E 
ESL 


ay ES n-—c—h (F-8-17) 
AT H FA th mp ET E Ep a (7-3-170 两 端 之 系数 
XH psc E WH SET PR. GRRE A ev 3) tk, BH a4 ell 


ABA. FT RAMPS Bien 


tos ate pol stage A 
|= A 十 X i A 十 zy dy Ay 十 yA 


EE ay 


Yo oy 
"STE | “i= 
a 


laas 
-一 | -去 Sh +e OF, 5 (7-3-18) 
U4:: UPa t RU 
RRS PTL (4-8-21) 和 (4-8-22) Pp $ %a=0, F=2., 
AA wim eee 4. A (7-83-18) BEAT ICSE, MAT Ar: 
了 时 间 步 长 足够 大 时 式 (4-8-21》 和 和 (4-8-22) 近似 地 相当 于 牛顿 
ike. 

ERE} “ESTER SER eee. R E EE 
eA ee HE, AR a oy 以 这 样 来 进行 
ARE. JA (4-8-21) dH (4-8-22) JETER, BIER 
MAS Al K AA ee Bor FE. 


下， 推进 迭代 法 


这 里 将 分 绍 商 种 选 代 方法 ，… 种 是 文献 [29] 中 采用 的 方法、 
号 一 种 古文 献 E9] 中 采用 的 CSCM-S AHR. KM ARE 是 空 
六 推进 选 代 法 ， 是 为 提高 求解 效率 而 设 许 的 。 这 里 稼 前 者 为 话 进 


o0 4 


HEAR. CIO RAPE REGEN: (20, Spr EEA mora g 
P-E RGR PR He TA [Vu EI ACE Ein [Vk FRA fEGUE 5 代 
法 的 -BRJEGXG. AP eT a. PS CARR BW R 
式 进 行 讨 论 。 这 种 方法 也 可 用 来 求解 N-S AM PNS FEE, 
一》 推进 选民 法 61; 
到 第 四 音 式 (4-8-210 dH (4-8-220 中 之 wx 一 0 和 0， 有 一 2. 凡 
3X ct PE p REL ft 得 


cz 1 
(一 Oaks c dx Ai + zy Oy A s 
1 p - ` Tmnmkl fn 
T AY cheeks } Oe =U Ey (7-3-1989) 
Um ll I+ i + CAFES ^o) (7-3-20) 
DE) rd L 2x daft - rli- AN fay je rra c 
FX (7-3-19) BMS gd p I APE 
0 logget Loo we ae yg L gA Ospe 
E i 十 X NSW 十 Ay dy A? 十 ES Oy “he Jou iat 
- 1 + 一 -m+1 
= filia Ogy Or AGU i (7-3-21) 


CT 1 L - ] ;- t. 1 - tl : Steric 
( E r+ AK ch. Ay "4 d Oy x s vy yA Jo fir 


Ed 1 1 -ps Y 
二 所 ('7-3-22) 


bes (7-38-21) EHI AL U ELA" RZ. WIR RCE me cu 
tle. AmA (7-3-21) Pi x Jj IB HEDUIGKRE. HP Re 
i —const.fX LRE] Ai pay = füimáB BOR. 30 ct 
(7-3-22) thea 6r RE UT tz. WEG E x SATIS 
HEAD HEER HE. Teac aR 295 cb RE -pE ad Ee M P BE. CX 
(7-3-210 Bai a See 
fad ip. 

cr 


vun it 


n 


BA Y Seti} 


-KAN + BAP + 


1l 
Ax A3 AY 


en 1 + _ -tyn A 
= AU CATO O (7-3-23 
在 JU, 中 
Å Fn HOF E a] 
4 . (T—-3—21) 
STI = oy ti 
FE TES 
C 1 一 + 1 - j + - ^l -*n+4 
(I+ Óx AT + pR S TL + 一 y Oras ) ĜL: 
= AGT! :一 CAI NT mt} (7-3-25] 
其 中 AUT) == CUL MAUS) (7-3- 28 


在 式 (7-8-26) 的 -252 中 出 现 的 导数 取 式 《7-3-24), AU 中 出 
现 的 导数 取 


TM = 2A G De; 


yji = 28 Fang 
EE A] LAR ae ERI 7-3- 


IRE RAR E x EH [5] 29 28 3H 
-3-21) ix ZIEN fe] HL EE RR np 48 


WAT RR GEHL C7 


r=, 


— ñ CF Ang 
心 -了 1 -一 20:fiJn: m 
fi = 28.012265:— 
— s ii)nrna 

22) AY Heo eR c. 


iC), EE 
Gy Ti 


(7-3-27) 


wim, DU 4 0. dp RR 


Sse AER. JERR =const KR EE 25 mj E XE Fe à xk 


使 Se -— 9 Bl nf, 


[二 ) 推进 选 代 法 【2 ) 一 一 CSCM-S 方 法 
将 第 六 章 利 用 CSsSCRM 方法 所 构造 的 格式 《6-6-29) 改革 成 


如 下 形式 


Bu AAT. ] Ont ita) 十 AHA, un UT) 


= AtaGCUT — ET) - AGCUT UTD 
REPERA Le 7 ERT, HX 


aS WS, 
Ga 


(7-3-28) 


CA 


All. ¥ 
Or _ fy; 


3086 


CSCM-5 PR hi S Zeon SA FEDER (Space Marching'/. & 
HBS GA SEA F 1984 ERR MAU. RARE Pdi FÉ £C. 
3E IE J HEBERT Rip HY 
u$ = Uia US. 
i, 8 
feb dX (7-3-28)》 中 可 得 到 
CE T LAT AD = A UIS Ua) L AGG (7-3-29) 
类 似 可 得 到 反 品 推进 方程 
(IA 
(7-8- 30) 
FHF H, A (7-3-29) 4H (7-3-30) 与 文献 [2 约 中 提出 的 
加 定 阵 形式 的 调节 因子 算法 极为 相 悦 。 在 本 章 第 四 节 中 将 讨论 这 
一 方法 。 
为 了 提 席 精度 在 文献 [3 切中 利用 了 娟 下 之 三 点 差分 求解 
方法 ， 
(E+ A$ A OU 
= BART AA SUL AHAS) 
(7-3-31) 
MY — HE e] 8s g — Erf EE FE 3€ 0 
(ELM A-A tB ót Bou 
=— Aj Gh Uta A SIO: - Bos; — Bo 
(7-3-32) 
RT 459 3d Hofer Be PE B GRE; o EE IE BST E 
过 程 中 在 每 个 1 const. £X Dp — HARER., IFA WIE 
xx— £X EXETIJLGXGXETRDLQE m EDABER STE “A AR? pg EU 
吉庆 应 。 这 种 推进 方法 失控 了 时 间 方 向 上 的 精度 ， 但 可 用 于 求解 
定常 问题 ， 且 在 求解 过 程 中 只 需 单 片 内 存储 量 。 对 超声 速 后 题 只 
需 : -次 正 向 推进 。 在 文献 301 中 利用 访 广 法 求解 了 PNS WR, 


Sür 


SPL JLA FTPA RS DR a R AP Oe CER A 1E 


ATARBA TASA FE op TE ine. Fe E N 
At, nud Sl SUPRA AH ee eA RAB. STENA 
HERA pa ER a 1S ER E ur COELOS FERA MA T KEREC E SR 
展 了 不 同 的 近世 因 陈 分 解法 和 各 种 这 代 法， 本 节 将 介绍 几 个 简单 
网 提 蜗 求解 效率 的 方法 。 关 于 多 OE OR, TE A a y 
讲述 。 


一 、 对 角 化 算 浅 


为 了 减 由 隐 式 部 分 的 计算 工作 量 ， 普 利 Ue M9 (Pulliam) 和 
TAr (Chaussee) “ESCRRCIGI RIAL T SAME, BPRS 
EATER m., BED AE Ba Ste ik — fy) SR Jr 
£8. 将 式 (7-2-1) UAC o a (aM (772-2). YA 式 中 
AY EET EE Ee a Ras. WA 

(STS, ted sS AS OILS ST oA SH: ASSET 

= dU (7-4-1) 
EREA (7-22) BAH. BHESRT 6. A 8, ve AP 
27815, 提 到 方 括 导 外 来 ， 则 可 得 

SELIA EGA OIN CAAA A Sdn! — UT.) (7-4-2) 

这 下 

N= ， 
AHA (7-4-1) 写成 与 式 【7-2-3) 和 (7-2-4) 类似 的 求解 序 
xj. (AGA ee RS Re Ra, qp HgECOM ÓÉ B 
Bese, ÆA SND pA- HERS pDoEELPGUE, 

cmo £g (had Fe RGB UTTDTEXE (7:108) ERS- BE, B 
wk PY Re BR? AT TAP TE. EORR GUAE IR SUED OR A F 
EFFE MESA LR RARE. RRRA e Hj 
Fo A LEE fa] AB. 


aug 


对 角 MIE HE ER RH SEG RR. EY Lh ae ROC 
分 的 计算 量 。 当 有 粘性 项 存在 时 ， 与 粘性 有 有 关 的 隐 式 部 分 将 礁 以 
对 角 化 。 此 时 可 用 下 面 将 介绍 的 算 子 附加 修正 的 方法 来 改善 类 性 
项 对 稳定 性 的 限制 。 经 算 子 附加 修正 后 的 隐 式 部 分 仍 本 进行 对 角 
化 处 理 。 


Z. FREER 


在 第 六 章 中 曾 提 到 算 子 附 加 修正 算法 。 当时 的 中 的 在 于 改善 
数值 解 在 激流 附近 的 行 4$， 即 还 制 激 疲 附近 数值 适中 的 非 物 理据 
小。 也 可 用 这 种 方法 来 提高 求解 效率 


pd d gu; 3x8 

a= E (7-4-3) 

其 中 “号 为 正定 对 称 定 阵 。 最 简单 的 显 式 格式 为 
MERE RR BM 
p; Lp ur Bait? (7-4-4) 

稳定 性 要 求 满足 条 性 

2.74 0 1 - 
ACB! oso (7-4-3) 


式 中 AO JERBE, APR mAAR F E 
ERAR APIS RHR ARB (7-4-3), BRASH 
A ASA 


uot 8 BEUT +O 00D. Bor (7-4-6) 
"0 >i NMR OM A. NAS R PBA, 


e i . 
[1-9 gr gan" (7-4-7) 


PL SELL 
上 世 时 的 求解 需要 进行 三 对 角 块 移 阵 的 求 道 。 采 用 算 子 附 其 修 下 的 
方法 可 使 这 一 求解 过 程 进一步 简化 。 在 条 件 稳 定 的 显 式 格式 
(7-4-4) PIM A - - Be on 


508 


77 _ B8. Pr 2 rM em 401 95 
La) - 2^ x iG, HE, (T- 1-82 

stp c PA ie. UE Br eR BRB PY 
re 90 Bo (7-4-8) 


对 式 (7-4-9) ARA REX c He B Ra (B Xt E dE M. 
Anz 33H P Wu SR AE 
Axl BD 1 Aa 


1 
2 AB) Y Ax 24-10) 


则 对 竹 意 步 长 比 < Ar 凑 分 方程 (7-4-90 SRE, OR 
H. WRT eRe BRE. WR 《7-4~10》 中 可 
mé=0, Bagster HRB Re AOCH, zx, FUA R d f 
ET Hf AR B DP I E UT T PE, 
本 把 式 (7-4-9) 改写 成 如 下 形式 
[5 


< 
{7-4-11} 

其 中 

B'-BZmo,.,P-—B9 
X (7-4-11) WA AX Ab SER Pe E A (4-7-12j 
的 路 式 部 分 极为 相似 。 由 于 PC di E EC. 这 样 在 求解 N-S UTE 
时 可以 很 容易 地 将 蜂 式 部 分 中 控制 无 粘 项 稳定 性 的 部 分 和 控制 业 
性 项 稳定 性 的 部 分 很 好 地 辣 全 起来。 在 第 轩 军 中 兽 介 绍 了 对 让 -5S 
方程 粘性 项 的 荆 分 送 近 。 冯 了 保证 稳定 性 的 要 求 ， 在 天 分 方程 的 
隐 式 部 分 需 引 入 复杂 的 与 粘 作 系数 有 关 的 官 阵 。 采 用 机 节 介绍 的 
3r 了 附加 修正 的 所 法 后 合计 算 大 为 简化 。 


三 、 时 间 相 关 法 及 算 子 放大 型 修正 方法 


前 面 介 绍 了 一 些 差 分 巡 近 方法 和 数 傅 求解 力 法 。 这 些 方法 主 
要 用 来 逼近 依 顿 于 时 间 的 非 定 常 方 称 。 在 很 多 情况 下 人 们 具 寻 守 
RR AS IN ARR AROS BB RUDE TS I Te TEdS A XE LY ARTT TR UU 


司 玛 时 河 足 豆 天 时 的 渐 近 解 八 为 定常 问题 的 解 。 此 时 原则 上 可 给 
任意 初 位 ， 但 实际 上 初 什 的 选 坡 对 求解 过 程 影响 很 大。 这 就 古 通 
Tí BR TR BIST fe] PAD OSEE 

IHE BER iG oR ie ce TB) ee IE. H TA RS EE E 
ts. Bim Raat PSP AR — uw Se YS BSE TE 
Te Ao. Ree Ec OK eh RS Bd PY OR, 
AT Hn Bead ae BRE LEE nf EE, ERE A AR Ep 
BAUS Pe) Sg TR AR kp RA A, AB EA TE CR C222 
中 称 这 种 方法 为 人 工 不 定常 方法 或 算 子 放 天 型 修正 方法 “?。 现 
Wel TRA ARM ie. RAR ER ir A tE 


Bn Ba + alin: 
ai t CHI QOH POX oe C 4-12; 

mi F QAI EY 2:2 A EA 
47 —wir-LoM) (774-18) 


st (7-4-12) 中 的 系数 afx) 和 ?fx 在 计算 区 域内 往往 变化 
iR OEGBEBET—-20, MBAS Bs (7-4-12) PR AHH, 并 
Baix) HEERE 7-2 Bron. ARTE BAe ep x, 


atx} 


l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


| 
" b a x 


图 7-2 系数 ex 的 这 化 
的 沼 值 比较 小 ， 可 用 较 大 的 时 间 步 长 来 进行 计算 ， 但 在 一 个 很 小 
HELE, chals) WAHRE PRT Ae) -0， c) 
内 的 时 间 步 长 。 在 实际 计算 中 可 出 下 式 来 代 畏 对 方程 (7-4-13) 
的 求解 


ail 


utt iut + Fi ) (7—4— 14) 
4AuESLIMEGE DP nude Rb Ue 
grimy” env lw — a; diu ) [7 一 2 一 151 
diu atl 


w= ; HN Hatlo +- ; Hr PELIS m 


i 


f Qa 2V 3 
1 FI ad + D) 


H= | 70 (7-4-16? 


让 中 了 为 -一 正 的 自 出 参量 。 在 式 (7-4-14) 中 相 尖 二 取 时 间 步 长 
为 -ff 一 -xc 有 1 在 计算 过 程 电 通过 五 自动 地 调节 着 当地 的 时 
BE. dg APR RABE SH BSA SE St ERcEGE GE 
BA 


= 


^a 
TPO) 1 0 (7—4-17) 


Gu 

E: 

WS (7—4-12) A (7—4-17) 有 着 共同 的 过 界 和 条件 ， 刚 可 望 
它们 有 着 共同 的 定常 解 。 

ENR p e Re. SRA Cr (x o= o R 


科 马 克 格 式 Sa Cx) T= 1 AERA (ETT, ah 于 方程 


的 系数 在 计算 区 域内 是 变化 的 ， 这 将 使 平移 条 和 件 准 以 处 处 得 到 满 
E., Malr OMY CKI=- OM, BREA RMA AR 
(7-4-15) P AIEE 


a 一 1 -5 ) TEE ;(1 ua s puta +O( ) 
BIST 3E ZR FE RI UI AR Ai Jr fE RS 4e rung m 
ui leui. 
RHR, 当 平 移 条 性 得 到 完全 满足 时 ， 则 解 将 保持 递 调 性 。 因 而 
对 一 维 问 题 当 取 库 遍 数 接近 于 1 时 ， 在 激 波 附近 者 科 马 亮 格式 解 
sh mph yep xx ud. 
A Bix BT RAR BIE A feu eR 中 去 。 


+ Hl a (x )- | 


^n 
Ou 
ox 
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T$ — AEN — S 方程 改写 为 


QU. 2i. e. 8 aU MEM 
à * ox B ax (7-4-18' 
其 中 
B—HB,AÀ. 


XOU. 7.B MA, ER RRO POs eM, SRT -4-17) 
可 构造 逼近 于 式 (7-4-18) HZR H Wr GkAg xA SSBpHTUS 
F= ] [r+ | (CS7 AIS+ ZB) | (7-4-19) 
sop | A! h RET EEA — DCPI/ DCE) 之 特征 值 的 绝对 值 组 
na Root fa ERE, SOARED AIE T ES RS, 如 果 选 用 
第 四 章 第 二 节 中 的 第 《2 ) PPR BE ae E, W sR (7-4-19) 
RJ SA 
H=] [E+ p(At— A B)| 
对 无 粘 琉 情况 ， 这 意味 着 对 每 一 个 式 (7-4-18) 的 特征 型 方程 取 
ARO EE. AMES. SCHL. FEI A eA Ņ 
三 子 的 引入 与 本 章 第 三 节 中 CSCM-S 方法 中 6.0 的 系数 类 似 。 
加 暴 特 式 (7-4-19) PREM BED (Bol RAS. WEA 


H=is er [1A 2A 244 B7 22 S — (7-4-20) 


式 中 
À (B)= max CB) 


ACB) AERE B KFF OE TE 


NCB)= 0, LB) =- app ^ B 7p. 
fne (7-4-20) HSM TEE AIBA CoD EF HR QUOS CA CAS 


Ag 58 EE A FF TIE (Bi 069 E (EE BS e ACE 


i 
= X433 (7-4-21) 
ix cA) 2 E (m^ 


313 
KERRI. ix BE SP 2G AY Fa A RA ee OR A R EA 98. 


Ej, PERS 
Aj T Anc UB] He EG PESE Be EE PS ETOR A oe ERG 
Ta OR, iX MIR ATA ASA. ER WOR A th 
(4-7-6), X (4-7-6) BAAR. ER HH PERE HR 
出 式 (4-7-5) Pit oe uy FA (4-7-6) PETI AAR. io 
是 以 平均 量 AU 代 之 
AV Ssd Ol Pela ted, — (Y-1-22) 


Me > SWRA 3 0 ， 但 平滑 的 结果 可 能 导致 4 如 ;一 06 ff 


inj E SEM KH Es zx E EMY 
—£4U; tl +26) 40, — 8 i = (T-4-23) 
HE Ji; fEBgd EVER BEBE. AMARA BORA. 


五 、 了 网 格 序 列 法 

He FA p fad Se RS RPE ELSE 3] eR Hp DX Is PLE] PA FS a] DA HTML 2E C 
mei CRP ATR Life. AWARE ENDE) EDEI35 (£f P 
好 ， 上 日 与 兰 分 方程 鹿 很 不 适应 ， 因 历 个 必要 其 一 开始 就 采用 细 的 
风格 进 行 计 算 。 为 了 使 扰动 其 较 快 地 从 计算 区 域内 消失 ， 在 过 民 
HUTA ETI. Rae. Bee 
mee AS (Pulliam Al Steger) Æ XAL GRY. SARA 98 
Wd ABLE. eR PU a BL LAY. 


BiH Bia 


4 UE ed BS EARS HS A - - tA RAK, Pa a 
(Brandt) SE A YE CHR C823 PRE AEF AIC RRR aA AO om 
RE, RE (Ni) 利用 多 屋 网 格 技术 求解 了 欧 拉 方程 *， 
UE te te RS ES A Hea Ae TR TLE lk BO Sh OT i 
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圆 型 方程 和 双 虞 型 CR SERS ENSURE EBD. 


—. HASHES RME 


RAA 
au A*u - - 
a grr tb ov SF (7-5-1) 
Ex 7A) Sg. PR 2E 4p BIO 
ASIN: tH His Rf ur (7-5-2) 


其 中 


好 _ D 
A = Tg Bg 


求解 式 (7-5-2) BUE E -3ERBR ARE OTROS 
A [4551.5 — 2857; RENE +5 CHET nati Tug] = F yy 
(73794 
Hip n He. BURR Uum erp | 
Ae Be? 00 
of A+ Ro de — Ber" 
当 取 4=ANSTREM ARS R@e = Para 


o] 
IGIS 4 


WEAH R es A SE GE RA IC OR A 
AC i uR Haal t B CaTa I 28971 d- ad =F iy 


(7-5-4) 


G 


jl 1% x pa FAD 


Ga Mu ox 
i of At B — Bcoaf) — Ae ^ 


当 取 4 — B 村 对 高 频 误 差分 景 &a — 8 = n 


他 | 一 i. 
IGI= 了 


对 低频 误差 分 量 & 一 0， 有 卢 一 0 时 这 两 种 夺 代 的 收 贷 因 Tcl 


ais 


1. BA TRIE- RR AR REIR ERE RS 49. JA 
ACB UR FAB As EE S XR Jd BBO A Td c oe gj "p 
WR a Bois} it, FA A E JASPER Dd ER ie. 
Xp f fa LE NL. BA Ae PAL. fe Re BY 
ha AM PRA =A 2 BON A ar ae E US [C iX 
(F271 BA #8 FoR FR E 
ARU SF (7-5-5) 
EAMES AA (7-5-0 2E Wm. f Xon M T 
ARR Be, SEARA PMR. E E Ht, ÆR 
误 雁 的 高 频 分 及 已 得 到 很 大 衰减 。 如 果 继 续 选 代 下 去 ， 虽 然 化 强 
了 很 多 的 计算 工作 量 . (EIR Ae AD A. eo BBS) T. 4E 
可 放 在 计算 量 少 的 租 赔 格 上 来 完成 。 设 六 为 方程 (7?-5-5》 的 近 
亿 解 ， 广 一 这 一 让 为 解 的 误差 。 收 伍 速 庭 减 慢 表 明 亚 已 变 得 比 
dci. En FURL LA ee, A FE A A ae OR BE 
Ay AR: 
An VOSSIES Aa) (7-5-6) 
这 里 上 标 和 下 标 c BMT MM RMB, I$ EnA 55 "d 
Ts SIS A KIA. BIT 
Aa VSE 4. (7-5-7) 
所 以 方程 (7-5-6) BAH LAXE V 的 方程 在 粗 网 格 上 的 
设 避 为 还 代 到 一 定 深 数 移 方程 (7-5-6) 的 近似 解 ， 则 可 得 
到 经 进 任 正 了 的 在 细 网 各 上 的 解 为 
Beda =H at Hw (7—5-8) 
I: pit PIE SE be ET. PE 是 VV' 的 近似值 ， 可 以 
重复 这 一 过 程 ， 最 后 得 到 需要 的 解 。 
poe S&S Eee Fe AR YT HAN a ER. PE BO. 
SEG EIR LPI. Eo ELC AA TH ete xum ped 5. 
前 面 是 针对 线性 算 子 Aa 进行 讨论 的 。 现 讨 论 里 为 一 般 的 非 
线性 情况。 访 有 一 `- 非 线性 方程 


人 


LU=Ff (7-35-35) 
nau pta gua rn um A 

La U= F (7-3-10) 
此 时 对 应 于 式 €7-5-6) 和 [75 8) 的 方程 为 


La U —IiF— LH A+ Hh, EGA) (7-3-1 
Bt Blat TH — SR’) 


这 里 E ER (7-5-110 的 近 伺 解 。 


二 、 欧 拉 方 程 的 多 层 网 格 法 


多 层 网 格 法 前 和 类 理 论 是 针对 栖 同 型 方程 的 。 乱 设 在 粗 的 网 
Hr EA ABI Bp RA H UE An um xx I XX dip d Jy Pe A FE 
RK SUPA EIR SS. (EIEE h pE E t ETE RT: E PIK BE 外 。 
AO) Bles BBE. Wu ENGEL BRE Le REP BR OEGR 
i. ZEKE PR LA R., 然而 它们 不 可 能 很 快 地 在 细 
网 格 ERIRE Sh Glo Sok E 4E pex [BER UC W E UA 
BB. TER HA ER UD Be AR BS A T A R e E XX C fg Ml 5 RE 
SERIE TT. XX EMELETI 2 UU ELE HEELS TR GE ut 
行 讨论 。 

fm) SEM (Distribution formulae? 

首先 通过 一 维 欧 拉 方 程 (4-2-6) 进行 讨论 。 将 0 (6n 
Pee eR Be. AH D £019 


"E ati -7 Fr UH 1 "n FF oz E 
0U = 24x | -1 ixi i 2 du! VA ab E; fisi jx 
Sn tA eft ] = — 
— As TIS TO (7-5-12) 
， eft 4. an 
定义 de cus ia P2 
+ o E Tuo cin 

dU. — yy CT, Paid 


人 FF 二 AAU 
RAAT DGD Di), BS Co E th mw 8 Ug 


Hiv-3 控制 元 与 岗 格 点 


7-3 此 时 方程 《7-5-12》 可 写成 


at (ate tala Hag A aed 
MET T . .- 十 -! r TE 1 


该 式 表明 ， 在 i 点 的 修正 晤 由 铀 部 分 组 成 ， 其 一 为 在 控制 元 妃 上 
H ER? AU: 引入 的 修正 量 
A gg] 


- 1 E 
(OU pa 5 Lx x | 


53 ATE hac C br “FEE” AU. 引入 的 修正 是 


Te 
{dt ple 2 Ave x SUEDE 


FAIR ep n eh te Fe sc C Li Ek E7 vU S| X OH) 
7 二 1 点 的 修正 量 


- — P 2. 
COU nem ) [Bs PA E Fe] 


根据 E PITIE a f Sa F = OH eR, 
C10 the EEE” 


: E ri n 
-一 Ga PT Fh (7—5-14) 


(225 WB “4p Asc” 


—. 1 4 aft. 
(U Dec [Ue ne je | 


确定 对 f Ali 十 1 点 上 的 修正 量 
( 82 WHEKE du, 来 计算 变量 
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80 ; = CÓU Dat CÓU 10e 
(7-5-15) 


-:4-| 


UT = tiU; 
(=) 2-D 欧 拉 方 程 的 求解 
AT fig i BER A PEA (4-8-5), BBA 7-4. kK C Lai 
Er frt 
dü {AEDs yy GO GO. 


Gi GU uL st Suds 
+ [ee pe 2 


图 4 AE u a Ay Pe E Pr ey it Se ee 


Fif—406) DAE b E SS A Be 78] 70 P9 8508 


B Tug fhe J 了 Ue mi DEBA MC C PA CE E IE m 
zi 


p . zi tog | 
AX eC Fi ‘fy d Fate] 


(8 de =| [a Ue 一 - 


818 


* —* f + — - 

(dU s e= : | a8. A a Fed S ACH | (7-5-18) 
+ 1 一 一 A r Di Fo M 

(61. — [tit FS ACE det T <fi Faje] 
~ 1 — f " EF PN 

(Laje = 4 LAG + ACF em p" «Tl Fe] 


xx Hi 
ACE Oe LA ede 
A, WHER] te PRR. RII 3} OR] 6 s A dE EE DU 
óU—CóU1)4— COU Dat OU Det (SU) 
UT ^ —Ut--óU, 
Tk fp Se Be SE PE BER A 


2I AX Av) 
ifulte’ Jul+te 


Hp oc EXE. AWA TES D gE A it A P ER S. E 
BIA TARTE, 3n 


" Tf gn f = Zi "E 
(dU Qe | | ate Dax GOB De yy dO Det HOT Uis 


= 
E 


一 1 ` - |. m 
L =i Lui tUs tUa tU) 


(=) SEREZ 

AH 7-40 a) 和 和 7-4 8)， 设 SU HEA E y T 
St. PH 607" By PS Se eg Le a tht 

AL” piss 

Xxx Hu AST. ERA LNB ES AAP bee 
化 量 uU. AOA Seth. Ba E HI C OR AY 6L 纪 小 
ET fede Au PaaS og C EAEE US. te R Ge CY xw 
sof AL [ed i EZMA EEE FI ey C^ ERE dU. 
利用 分 配 式 
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zi 


(SNe = 4 Lar — Sa OY — Gott] 
(GU serm SH Ae 一 Pun ^ EH Aoi 
T mq LOB + AEB + Pore | 
(GU Der ID s aoe — As aro} 


BOR IH CERE (ERE JUG 引起 的 对 周 四 ABEER, GH 以 
得 到 对 1’ RA E TE d 
bu = CAC yt) a? + CSU ar CU et - COD pr 
最 后 可 VLTe SES RE et fe ih T A 
p^" = + I (7-8-19) 

MMR, FAR ee A ee TR BT Te, O4 
mol A ATCARPES. (ERE p GRACE pepe ROR AES te ah CB 
去 ， 提 高 了 对 高 频 谋 莽 的 罕 减 作用 。 尼 和 人 入 姆 生 利 用 多 层 网 格 法 
i} Toke Bs Epi a a, 
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第 八 章 ，” 鳞 头 体 超声 速 站 性 绕 流 


在 空气 动力 学 的 研究 中 ， 依 据 各 种 飞行 器 设计 的 要 求 ， 常 常 
需要 缠 定 物体 在 空气 中 飞行 时 它 周围 空气 的 压力 、 密 谋 和 涩 谋 的 
ait, DRE LARA. Be eee Ra y 
因素 ， 如 空气 的 粘性 ， 空 气 受热 时 物理 化 学 性 质 的 变 花 、 物 体形 
状 、 飞 行 速度 等 。 这 类 物理 问题 可 北 为 数学 问题 ， 以 不 区 类 型 的 
偏 微 芬 方 程 搬 述 ， 因 而 要 缠 出 上 述 力 学 问题 前 定 基 描述 ， 在 计算 
RA AS SE, FRR AS A RA, ROT BS A a op A 
EA CRS SARA N-5 方程 ) 的 初 边 值 问题 即 可 ， 

依据 所 求 问 题 的 复 训 程度 和 计算 技术 的 现状 。 对 于 不 同 的 问 
E, WA N-S 方程 做 各 种 不 同 的 简化 ， 然 后 对 简化 方程 进行 X 
值 求解 。 

在 标书 的 第 一 部 分 ， 对 - : 些 基 本 方法 徽 了 简单 的 描述 。 在 本 
人 章 中 将 介绍 采用 这 些 方 法 求解 简化 允 -S 方 程 ， 给 出 鲁 冻 体 题 声 
UAV TESA CBDSOSDERSEDEO uim üt. 


By ako An pee 


Hebe ABR Cs, on). 如 图 8-1 Ep. 
Hp n = 0 AS AAR EE OOS PRP. | BEAT da [ts A XS 
称 轴 上 ， 半 径 为 1 的 球面 所 组 成 ;第 二 部 分 是 与 第 一 部 分 的 球面 


相 切 的 锥 面 组 成 ， 沪 锥 面 的 半 詹 角 久 = Oy Oo 为 第 一 部 分 的 


HMR (EREA 8-1); 第 三 部 分 为 球 心 在 对 称 55 pb. CK 
径 为 郧 ， 且 与 第 二 部 分 锥 面相 切 的 球 夸 让 纽 成 fk e — EL CS 
第 三 部 分 的 球面 相 切 药 柱 面 所 组 成 。 
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图 8-1 ÆR 


在 选 定 的 坐标 系 下 ， 既 无 量 纲 化 后 的 N- S 方程 的 癌 量 形式 


可 写 为 【对 于 完全 气体 ) 
BU Of, | Of, ÖF: Fse 1 > 
十 As + an Bs + an + Did De 


ERO. fi. h. Fi. Fa. Di AD. HHA, HESA 


C8-1-1? 


A T 
p | Pu 
z 
= RD CH ， R Ay" + B 
Pa PHU 
E uC +P) 
pe 
heRnu, f" 
po*-- p 
vii P) 
Ü 
FILES Tar 


0 
| 
下 一 所 再 Oa: 
Cr 
| s 
LACE T T oUG,. tat E A 
0 
p f? 
8ü ' pocos 8 Top, Bae 
Ups GO x PH psing | 
L : 
| o | 
( 0 | 
| R 
| — th. LL | 
B A, CT: 一 Co Heop 
Di! 
1 — Re Oi, 0s. fisin B | I 
j 
L 0 | 
其 中 
H qv? M 
P= so. E = o( CT — > -) (8-1-?5 
AP r EE, C. 为 每 容 比 热 ， 
人 一 — — e —OJE f8—1-23 


"PD 
PARP, 4, v. T. 24S, HEA I S47; D 
hGH. GRAB ERA, CETLE UR SRR Ae 
Aika. pe 为 庄 力 和 内 和 能， 它们 分 加 以 tata alte at at 
jf. M. CADET SRR. OB POR RRS RM. Cp WER 
HE dh, Pr Ap PEAS CPrandtl>) Ze, fe 为 雷 wee, FER Bp a ER 
3E s $$ oL AFEEF, HA 
C, 


O =-— 
5 Re 
A pi A Ap RAR, R Aa, RAE B E- 4x) 
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PS HBA EBS. FED EA BR AA, ALP RIA 


1 
l _ 0 SAS <S, 
k: I _ 
EER, USSSA: 
0 SS 


AA Hi 5.9 58 — abot MA B EX ud ap A RE SG. BD ER FE 的 
接点 ; 9. AMO, SHR RRB If, 5.209$—. 9ü dE 
oy Bee WT SU 【参见 图 8-1. KHP d. 0). 
i { 1 te, + nosing 0 xS s, 

( 1-rd,-- n sint, +05 — 5, eos, SU S S, 

(d,— Rat n sind. HES -- S, )eosQ,4- ( 1 — sind, 
i S, S«S, 
| Cd, Ra n sug, HE S —S,jcosé, +01 — E, )sind, 
| Seog SS 

(8-T—-4) 
iX Hi 8 S Ab REESE ATER HS AEA: 8,79. 5 — 5. Abe S id 
8,29 S — 5. Say 0 fin 
方程 中 Cao 为 精 性 应 力 ， 其 表达 涉 为 


| ~o Ë [4 (RR u j-— EN 
| um okei HANGS FR, Je QUY 
H au ] 2.3 

| ow= 2| an 3 TYY | 

UR Re an + (38 BR, 
gina} (2 0B woos + vine 
i wy = Fi as n R 
| CF iy = US, 


A T BEIE Sb dis v XE Po i BVT AT Ah PEDE UO E.R Ede fA 
ERA BMS UU EX. AEM weil Col) vi^ 


Gar 


AB PR, OF ea SK AR SEP SRR, en — 20s) 为 计算 
BRA Ast, a, 2 =B, 3s) Ait Rea spi UR. 
WU. BSCS] AAR aR AR, TT A RATS 化 为 


| 一 全 一 - (8—1-8) 


å =B. T, s3—H,(8) 

MER’, “42 —H( 5) Bj, BFE hk. 上 一 0 4 =A, 
Cr, s) 时， 即 在 激 波 上 ， “= 一 1。 然后 将 上 在 (0，1] 中 分 
A=P RR, 0 ，6] 为 近 物 面 之 粘性 区 ， 在 此 区 域内 # 方 向 季 
AEM: ECO. LIK MARS. AREAN M 
SCTE A Rk, AFR RRC, RITE eS RE Bit NS 
BE; dE LMP PR SACS, G2 RRP RAR. ae VE 
HERCO, SJR RA ANSE GEC, 1 区 域内 ， 在 物理 AB 
dn n Jrp] SES. eS EAD. PET ABA, BE 
TF BS ah RE Se Bude. 2 8-2, eh, 5T RE A Bar 
Be hr HE BS) OT AUM AE ev JE EE tg, A ST) PS YY EWA. 
mod Ms —o sh, Bee ea Sees. AAR ASS 
AP. TE Ef AE H pA re BY 


ce YE Fh EF FA os ER, 
per 
| a= Ss (8-1-7; 
z=2z(£) 
这 里 
AtE—1)+1 6.6 <1 
eon | inscio c 8 <2 <8, (8-1-3; 
De Os i Sd, 


变换 关系 中 所 出 现 的 系数 有 以 下 表达 式 : 
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Sh) 38 A ap 


计算 坐标 


aE fa E 


FE] 8-2 


村 + Cho 计算 坐标 。 


{Co} 物理 些 


C=D6,— Elni 1 +e) 
jJ Be BE OR 3 OS 


由 式 (8-1-8) 可 得 机 
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(acp EE 
da [gl/815*€9 — 1 3/ B Seis OZ LÀ. 
fD Ó S Xu. 


sth Bg 3,5 3, AEs BAS d MS, SRM FAO E S 
a. FAURE SHAR. SAAB Ct, ke, ToO 为 
HE“, EWM Mie Ct, s, nO SREP PRK, 


a e gi a ox a oz 
Cr a Br | Bx dr | oz or 
.98 ê HH , à Ox , à 23x 
s ot as ax s Bz as 

Ó ğ gi a ox 4 G oz 


8n Bt ðn bx n Bz on 


8 6 8 

PT Bt NE az 

Jj 他 8 、 
一 — IN M —— &—1—31 

as ax NM oz ( 

ij ar 

n — A 6z 


其 中 


| N—m/ó., L= 
(8-1-10) 


Eim oy MSH 2 m w i A Bis MS, 对 
Naa B; Md Ss 的 导数 ， 且 有 


Hn 8,21 
Bb = - 
E: dab dy Ss 2 < 8) 
D Q mof X do 


禹 学 标 变 换 后 的 方程 《8-1-I) 有 以 下 形式 


QU , 8f. (Of. rear — 1.) 
ai + x + A az L az M az 


350 
一 EN -m° ep ep. (8-1-11} 


xk (8-1-11) Pp AE v. wf FCP H1, 2) HRA KA 
(8-1-1) AISA, TARR P PER 7J 9;,; SEP RAR 


alt 1 gu au i l.. - 
= "Re | 3 (Ga 2) Hm 3 divi | 
Qo = gv 1 c 
On Re IN az 3 divV | 


va N OB tò NM & p ) 


8z H 3x gc R, 
05 l [08 aya, ou a tH: 
div? =; E NMZ? NIU | 


He 二 usin @ 
tt 一 一 
my 


APPR TEER, SR MORSE ee FURRY REPRE (Sutkerland) 
Ay, EEF ox 3y p AA PER c 方 犁 的 烙 性 效应 比较 是 小 
H, wy TRL AA PITS. FER BOP eS PPE 

的 二 阶 时 数 有 闫 的 各 项 . 


hg ”差分 格式 与 求解 力 法 


方程 《8-1-11) PSR IHE ABA YE. idc Rr gu Ea 
RR. ETERRA T, PAT SRM bes, 在 隐 式 部 分 中 
WRIT HER Ree OB. ARR T Bs ee pA 
(3 ?种 分 更 方法 。 对 和 于 益 分 化 后 所 得 到 的 代数 方程 采用 了 两 种 方 
法 求解 ， 其 一 为 第 七 章 第 二 熙 中 所 介绍 的 近似 因 式 分 解 方法 ， 刀 
一 为 购 套 式 的 近代 方法 ， 这 里 将 主要 介绍 后 者 。 

差分 化 后 的 方程 有 以 下 形式 

< 一 一 a “ALC eos 


— iN ,,; » Ló2 Fad woes, FU ;— M, Oe Hi s 
#— a 一 


一 1 De" 4- i re 
4-6, C B*-- 6: Bo) [AUT = UT. (8-2-2) 


Utti—U Tg (8-2-3) 
AB F A hA To ROWS p 和 D; CZ n, x (8-21-11)? 


之 和 组 成 ， 对 它们 采用 了 管 通 中 心 姜 分 。 式 中 分 * 和 BB*: 为 4x 1 
Bir ES E E. HAUL FISK, 7 

A*=At*ioao ll, Bt=~B*ria,] (B-2-4) 
式 中 年 阵 ATE B^ ROM AA BRAWN. TS A Cf 
B 是 对 应 于 式 (81-11) HES EE, Bp 


日. 有 
ASSAS) B=S; AS, 
EAP A MA. oP Sh A RI B EREE A 所 组 成 的 对 
Fhe, Ha, AE FIA 
ATF Ri A, 
Akl AJS ud, Aan A) 一 H 4 € 
SS TERE B. 


re 


由 此 可 得 
At=S7 A'S, BS, ATS, 
AT 是 对 A DARAGA A RETIN Rtas A: t EP 
Th FF fic [B 
Ales: A=, ANAS Kae 
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Aisa A! =N, Ast A; =H — ¢ 
Aves Bh =O, AN B)=0 +ë 
Abeal BIS, Aji B= —ë 


H t| 
y~* — — | a 


Dt- vct ran 
2 7 2 
TEX (8-2-4) 中 的 o, EA T ARE SATB p RS TED BJ EE tE H 
BTM EFTEREN (SMECE), Bp 
BPH -1 
.dihePro  25.fi 


lo- max) 0, epa it (44 )l-z 


ndm max} 0, 


在 式 (8-2-2) 中 出 现 的 系数 er 为 
B tt 8 A 


a, —= -—.-— 一 —- == —"..—— 


2 sx F 2 Az 


甘于 相似 变换 矩阵 S A S: 的 表达 式 可 参见 第 四 章 中 的 附 SE. 
WEST AS, MRP e MENRES, 8-0, AF S: 
AIS, MERE ae = —-MN/H, BSN, £5 h TECR-2-2) 
PR st hha En Ae RARE CSE 4 ree, 
{li PA E BE ROS RSE OR. Boye Ee 
的 【对 于 定常 解 )。 

对 差分 方程 (8-2-2) RARITIES TORR. SE 
$ A a H-a (Gauss-Seidel) BRAK, he BR 
"hi RJ ARR LAS ARR: AER H f A iE 
A, BOM PARSER ASM ARE RM (SRR). 
SR BRE T2 8 He 7T 3X 28 

a, CÓ — S" erat [1+ F-O u+ c +a, Qe +e) é jp 
— a,CU* Gp i, 
= Ui +, D IE-E-CSULSOAU. | 


ooo 
X —5i BS sg. 


a TH 
SL I 


a 
1 


十 安 。 ‘CESS? ILS." lispe H CERT S G orga 


| 


Gic “一 7 I 本 一 一 
ti CS Ts.rS Si 

2a] ss ^» nan 
HELIES OS) TS SES) atta 1 8—2-6) 


st (8-2-6) HEWER Us; Ot, HATEG AUS RY ERRE. 
O0 Pes WAT: NE i ORE HE 人 ERT 方程 中 的 
C Pen TRATES. EIKE : PEZ ARAE, — 给 定 初 始 先 代 
EOUN 所 可 从 式 (8-2-6) PRA STK. dt. KAE 
SH ARROW ARTA. EO! b Gero np EREE, 
例如 可 取 6.0'— 0, EETA HOW AU S ACn HR HEFT 
f RAR. SX 18-2-6) 中 的 上 标 Q 是 夺 代 次 数 . p A 
现 的 1. ATA, FR PCR BA TIRA 1 外 , HRILA 
ways, Piin 


| 
I. = 


Ur 


c ID occ 


ü Ü 
0 0 
Ü ü 1 
b 0 


由 于 I; 的 特殊 形式 ， 式 【8-2-6) 中 的 右 端 务 项 的 计算 量 并 不 
K, HSA 


S LS 6:0 Spia S lies CSS. CN Nu, 
C37 al? 


Pia 2; CS ef dO), 
- 
=i], 2, b= 38, 4 


Au GSO UH OST ja, BRIE SS; WR E AA A 
表达 式 可 以 在 第 册 章 的 附录 内 得 到 。 


oad 


oy ot FR a Pb 


Arun ALR. HERRERA = 0mj Sa 
胃 有、 物 面 和 激流 所 包围 的 区 域 ， 旭 图 8-3 Pa PH Be BR 5}. 


cC 


E)8-3 ¢f FF |< i 


Be P BASE (04050 FP SEA BS. EE BÓ 
边界 BC ERES MEIR RATERS Flom RTA AERE bk A 
Xi. TOE, dr Dui BC Las: Reba AF KERHA y ir 
Xi PE OY Sp ARG ZS x. 

fin= Af ns m Freed feu, s, p, P 


CH, IN ER! Fie PWR BC UC BUDE EQ. 
在 物 面 请 ， 和 用 无 滑 流 和 等 测 条 件 有 ， 
4 一 了 一 
了 一 了 
这 里 下 标 也 表示 牲 面 参数 。 
在 对 称 町 上 上 ， 采 用 流动 参数 的 对 称 条 件 。 
在 激 波 上 的 边界 条 件 ， 利 用 激 波 处 的 问 是 和 条件 代 4-9). 
在 二 维 的 情况 下 叫 权 出 激 波 前 司 关 系 式 的 元 局 纲 形 式 为 


SPI 


(8-3-1) 
4, =e —{ 1—-5—) nO am 
| o, v. -( I 一 à) n. 


这 里 下 标 == 表 示 激 波 前 的 参数 ， 下 标 os 表示 激 波 后 的 倒数 。 n, 
o EREE Cs, s) Ai) RARE Sa. ("y t0 AT TEE Ja) 
Bs; at. ARIE UK B+, s) AO. WRB iA 


" ICH 
mel] eo 
" (HB y 2 
rh. / 1 + 1 


这 里 (RL = aR, /as, 

AX HC 8-3-1) rp B3 N 为 来 流 和 速度- TERRA ie] LB) 分 
E. By 

V mnm, uut, 
Tc Br 6 EN A bp ae A 30 EMTA 
fi. =sing, v= —ocosd 

Q 73 MR TE [I 5j 6E r8 ll BS 3E FB 

其 关系 式 《8-3-1) 中 的 第 二 个 式 子 可 以 推 得 激 波 法 向 速度 
ZH 


iiem ple Jake} OD 
这 里 M AX Swe. 
由 此 可 得 
2 [R Zz (8-3-4) 


PEA AR Pe a. ee ACPI Aon PA PD E AE 
HHI Dandi, 5) te 50 8-3-2) IH EE ep, SAR OR HY 
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FE Dt xe BE TE SEGUE PE Zr np Bur Bt uus 再 利 用 内 点 的 显 式 差分 
tack Col AAPG A GEO AA So SN EIR Ge OA di o£,. 将 所 
RAY on AP, SAGA (8-3-3), ADRES RE Z, Fat 
(8-3-4) MOREE eA a) ft APE. BRIG Rf + 1 OY 
间 层 的 激 波 形状 为 

Brt = Bit+( aH, ) E (8-3-5) 


Bt 
然后 再 利用 B86 十 At， sooR wee ep nt, (CAS PG ODE 
前 后 美 系 式 【8-3-1)， 求 出 基 十 1 时 间 层 上 激 波 点 钼 的 参数 值 。 
Suus 计算 结 末 
—. HRP ESTE SEE Eg Sr E 

E xx BEHEE T A BO PEG RE. 一 为 近似 因 式 分 解法 ， 
B— AMIR RR. BAM T RRR BES PUA 
As RAT RIAR, TEA. AGE 6—7.5' Xi 
Upp Maw=15.41, Bik EE Re=—1515, 7,/7,-0.0741, 一 
200 R, T, FHS. HAPE A MAIN x IN =21 31, 
IN, JN RW) s. nA RMR Se. HR Ppa uk RR 
Erf; 800 3b, CR g-a Pet RIERA HA Re 
ot 


= 
图 B84 BETEJA H os ge 


CH nus = i3.41, Rie-1515) 
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在 图 8-5 和 和 图 8-6 中 ,分 别 给 出 了 物 面 压力 分 布 和 热流 分 布 . 
A rui. ÆR PERG YoxECZ2rnBgL EA PEGHUIBREB)3 aS 


Pip 
1.0 
7.9- 


ol : Ld 一 La a s 
ü b 


.2 09 0.20.40.60.31.01.21.41.81. 


Fa8—-S $E It 
(Mo. =13.4, Re=1515) 


[Er 
pur 
L^ 
ia 
ts 
sla. 


g-e Ba mpi 
CMaz-15.41, Fe= 15135) 


Sho. AEB RPE, th} SRS ee aT ee. 
ub iT At 28 SB He 27 [8 EE SC AEB 23 dia ER FR e 


二 、 烧 蚀 型 钝 头 体 超声 逐 粘 性 绕 滚 计算 


HERE 


ix HR gs EE SBEER A BARBRA CES EA), 
求解 方程 【838-1+-11)， 结 出 烧 乌 型 钝 头 体 超声 速 粘性 伐 流 的 计 算 
结果 。 其 物体 外 形 如 图 8-9 中 所 示 。 计 算 中 选用 的 来 流 马 赫 数 为 
Mau.-—25.85, Re=10°, PRM RI X INXJN—51x41. iB 


cir ey 2000 X, CES 8-7 PAM Y MHRA fio 


Pi to | 


it 
4 a a J ggd) 


a 


-二 -一 -一 -一 一 -一 -一 一 一 -一 一 一 一 一 
0.00 2.50 5. 0D 7.50 16.0 § 


图 8-7 PAR Aah Th 
(Mua, = 5.88, Je = 105) 


Fua-s Wri tE EH 4+ th 
(Ma, 25.85, Re = 105) 


Pu 8-8 £5 Hi T o BEM! Sp fh s 
图 a—9 Hy T Sass FO EHE JH] REUS te RULES POR. 


为 了 比较 ， 在 图 8-7 "pin HD THO DIE ZI SE Xr f. 


EH Bt 


图 #-9 PEMA Re 


(Haa = 5.85, Me= 108) 


可 以 看 出 计算 结果 与 实验 值 符 合 其 好 。 另 外 ， 从 图 8-8 中 可 以 者 
3), ARIER, fete tise AR ERRA fe KD 在 
Es 8-9 MEE, GAR ABS ee plv gs BESS RR. 


So =x m 
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BILGE PNS 方 程 空间 推进 求解 方法 


采用 空间 推 提 方法 求解 定常 提 物 化 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 〔 人 向 
PPNS 方程》 来 数值 模拟 定常 币 性 流 于 问题 ， 了 比较 采用 时 fe) v 
关 方 法 求解 非 定 常 N-S 方程 或 非 定常 PNS 方程 来 数值 模拟 全 一 
问题 有 其 明 亚 的 优点 : 该 方法 将 大 大 节省 计算 时 间 和 计算 机 内 存 ; 
HoA BH PNS 7 Ba PAR EAE. APPA AT 
ERA PES, TART SOA eas pA A A, AR EC REF 
ATO tt FO pp BS ME ay Soh in oa GE A A TFE A y ii 
Ih] A77 5 4r HEURE vL) GSE RCRA BRITA IR. A 
TELL A oR ae OE a, Eton OF 
(Lawrence) FBI BK CPannehill? SAS ORE (Roe) Ud 
i m AE 4s Inr Day fee A yr LL A A TE AT PNS 方程 的 空间 推 进 法 ， 
Pest Ya AE A ET BE. FER Y 2 EEBELXDLSUUETUÓE 
dptg mim ZA. fA IAB Y Xk- b ae Bee. 

应 当 指 出 ， 采 用 空间 推进 方法 求解 是 篆 PNS Af. GER 8 
ia DAC A AR] EE OA a I] eB AN Ei SB 
的 。 虽然 为 了 解决 这 一 问题 很 多 作者 提出 了 各 种 方法 ， 用 于 处 理 
Ti; 9 TRE RT GL SIE E i EL A EYE Jo] Hz J BRE. (UL HIT EHE EH ER UL 
p] He) pe) AD "Hj" BABS). cre ee RR ee CU. ibn 
汤普森 Thompson HAIR HEA. P Bpi p EA PEIE ja E oT 
传播 信息 的 部 分 还 存在 ， 则 空 闸 推 进 方法 用 于 求解 定 第 PS 方 
Eo HER AR A A, A RRR. Re iE 
# RH THI ATOR Ea Un HE Te SA. TPA BO TE Ea 
Io Bag oR ATR TE. RUE AS HEE BE RAG OR RIK Oe 
见 本 音 第 开 节 ) ROE A Te BER Su. ELARI, ieit 
Ju GR ye EA TEA PNS OF BR BE TR P, LA 


off 


克服 上 而 提出 的 问题 。 

在 亦 齐 中 将 许 完 简单 手 述 定常 DNS 方程 的 数学 性质 ， 然 后 
介绍 维 格 内 花 Vigneron) WR (Schiff AAPA RSPR CSreger? 
等 人 所 提出 的 匹 先生 耻 趟 近似 周 式 分 解 方法 。 这 是 将 求解 非 定 党 
N-S EHTE J iglesia BE (Alternating direction impli- 
cit meathod， 以 后 简称 为 隐 起 和 DT 方 法 ) 推广 应 用 于 求解 定常 
PNS 方程 。ADI AERP HBR CLindemuth), ÆRE 
(Killen2'^, $ WE £4 CMcDonald). y BR PF) (Briley) ™. HE 
W Beam) MIWA (Warming) 等 人 提出 的 。 

第 一 基本 方程 
—. EA Uu xSSMEBN-S 方程 

ASR SPR MESA, BSCE ELPA Ct. x, ¥, 2). 
KF Piha AAEL, SESS Hag N-S HAASE n[ S 
为 以 下 形式 : 

a SE; GF, 8, — GE, 4 GFe 9G, (8-1-1) 


at t Bx + oy t óz 6x B M oz 


A Pini 表示 无 精 流 参数 ; 下 标 v Bh BE he ee, iX (9- 
1-1) PRO. E, FA c BRHRAWE. HRARA 


puw | MM P 
| (F, p)v "PME 


p | P 
Pu | | Dut p | 
U=| Pu |, E Pus | 
Pu uw 
E, | | (E, T D)u 
| pn | Cu 
| uu | Ou | 
Poe] putt p |, a | 


FE P 


Tye 
aT | 
lout, FUT py iw rye R Oy Í 
J 
Uus 
Tos 
T 


WER He, 
w Ry REUS RE ZE AB Bn x. 
HA 


aT 


Tl. | 


ox 


[2 | 
T 


FY 


It 


Ble FUT ye FW + E aT 


— ————r 


Bz 


y. z 省 方向 上 的 人 务 量 ! 


E- 二 2 


2 


PATERE, WENE: u, P, 


e Ek Fy Bb. 


(9-1-2) 


所 有 参数 都 是 无 量 岗 参数 ， 其 定义 与 第 八 章 中 的 定 尽 相同。 方程 
Bs A Ta 为 粘性 应 力 张 量 ， 在 笛 卡 尔 坐 标 系 内 有 以 下 形式 ， 


r =“ [4-2-2 9" 2-23] 
d 3 ax ay gz 
rene (Bot 
rc 

e D UR rel 


ats 


IR s] 
eR A 
对 于 完全 气体 ， 在 以 上 无 Rae OP Raa FEL TEX 
P --—[?U-—]JjePe (9-1-3) 
gk T—vMLp/? (971-4) 


By AR, MARS Be, DIEA PA kART EE 
数 ， 上 ARERR, PAA PRR SER OMe 
Hw TY Tete 
fe. Ea ite 
PAU 7,=288.15K, H, AE T =aT IN We fe. SF 1.7894 x 
19V°ke/m-s, C=caonst=110.4K, 


(9-1-3) 


=, HRPPMAP N-S HE 
APT cA ae Eda SE a. A DF -— BAB BRE DA 

RR 

É = E(t, x, Y, 2) 

Po Hod, x. Y. Z) 

E= Eki, X. Y», 2) (9-1-6) 

i=] 
FEV a= OFM, ME 9-13 sa. Bü £X BRR C. 
2, €) WIL—GEJÉIESEBU, nmjig : ERP RIASEeR, WF 


d 
SD — DE. 
Eu E 
x y 
(5) 


Ca] 


图 9-] 坐标 变换 示意 图 
(Qa) 物理 空间 (6) IHE, 


SEE 


AP dE iR EST HE AS 8 E XA ue RE SAE AE LL FER: 
Peg, 90, E) 8x, Y, E 
Dx, Y, z) acé, 7, È) 


Č. & d, Mun Xu, Te 

I-—| Wy, Tal > | Yp Ye Ot (9-1-7 a ) 
Cx Cy 6. Zer Ep 2 

Ep TR Bie, Pr E Ea E 4 y 
j= | ôl, T" E )| — | af X, Y, 2) i 
8(x, Y, z)| ial, #, Č) 
= 1 /UxX yz Miad — XS VaV 一 Voz) 
Tx YZ — Yng] (9-1-7 b ) 


从 方程 组 (9-1-7 & ) 如 以 得 到 
i. 3 一 2 一 
上 0 
Ep F (YE Yatt), a= J (KaYa Yen) 
Pa = (一 
Ry 一 J CRK — ee), Se (Xue Yy Fea) 
Ra = J eve yu), Cum (Xia t MOV t CL) 
yhe RSE (9-1-1) 有 以 下 守恒 形式 


ay, , GE. , OF. , O61 
- .--—'. LT - 一 = -== ] — 
a sf Can eC (971-8) 
BPR. ES POT G. o 
-—R 1 — Lr - -一 — —- — 
E= LEC Bs EQ + oy Fi F»J)- £.Gi— Gell 
_» 1 -+ - — - . 。 - 
Fy UB BA WCF Pad FG 7 Go) ] 


a. =F. EQUES Bed + 6G: 7 803 


KHL E, Fe AG, 的 表达 式 5 (9-1-1) 中 的 对 应 向 量 
Sel, M ESQ FoR Gy RI XE XA ROR DI XA ME 0 BU f EL 
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T aT 
-a =a i-a RETRO Om h MA ds 


av az 
(9-1-1) A ETAT ABI, A EN KB; (Cid, 
jex. NW. 2) 有 以 下 形式 


Te HIS CZ, H thy + E tte) 


m ER 十 HU. Bye) — EES Fe t Čat) 
Ty BH [2 CE,0 - 7,0, - Gut) 


UT CE. 十 7 adc É us) mm C&W. + T) tu, 十 zz] 


T.. -4 H C2 (Ew, Wt, Ett) 


(Set ut atte) — CE Ui Foyt 5,0: )3 
Typ = Hau ua, + Oyu: + Eve t 0.0, + C0.) 
Teo H (Lue t Pity T Colle Seto eU, +O we) 
Tys 5 H (IU bu, E VUE AL un do Hus Foye) 
SIAM uti. TIER 
Qe = H Esl etn, ed e) 
gy—=— KCE,T a Ta te) 
qs = -— HCE TAT gH SITE) 
以 上 方程 中 的 十 标 (x. Y. z. é, 7, C) Rate SS 
BEL ae Bt. 

PERREN- SHEHA (9-1-8) 对 应 于 流向 坐标 抛物 化 ， 
EH PNS 方程 ， 就 要 求 进行 以 下 和 近 亿 处 型 ， 吃 流动 是 定常 DE 
aj. BSAA (9-1-8) 中 对 1 的 导数 项 ; QF eA Es HE 
诺 数 的 流动 中 ， 流 动 方向 的 粘性 导数 项 与 法 向 和 周 向 的 攻 性 导 效 
项 相 比 是 小 景 ， 故 可 旷 去 站 性 项 中 对 于 的 导数 项 ， 则 方程 组 
(9-1-8) 可 简化 为 定常 PNS 方程 


这 里 
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— to. —r Ead — 

Bes pCi Br Pe Pe bs are 

_+ 1 

Fa 一 了 LA E: E) HN, Fs FO th G G7) 


Gum EU ÓE— EDHE, E FO tiggi 


JB. P? ERES AR ERA ORR RRO E T H pi ia 
数 项 。 这 样 和 4 的 人 向 呈 数 可 简化 汐 以 下 形式 : 


E! 2 一 Fr : a ` 
FT xx 一 2 do: 3 Cu, +e a: }— (Un 十 Syte J — CT Wy dm Cau) 
rt u(r +743 "T + ` : E 

Fy 3 zz AU, ó y Ug ) 一 | fH. i Érti) EE TUM, ce S uU J 
T= 和 ao 8 (YT .上 Lf 5 

zx 3 à PE $a in, thy ÉH ) — CHO, d- 5,0: 22 


rt, WOM a te uud 7,2, ey) 
Tre HO(Thu,- FS othe us Lu) 
v$.— H (TU. FEU + yw, +o yay) 
g*—— hb. ST. 
q;—-— RNP, ity) 
gqt-—-— RN, sd 2) 


a WEJ PR EE 


在 PNS Jr fé21(9-1-9) BORE rp zd) di 7r A, P iy FE RT 
RAS AHWR ER. pP S IE E DX T8] Ef PS. Bik. 空间 推进 方 
法 的 数学 提 法 是 不 适 定 的 ， 上 故 在 很 多 博识 下 的 求解 过 程 中 ， 将 退 
aay (A A HIB eee (Departure solutions), {MEAE S TE i5 
界 层 方程 的 求解 中 ， 当 流向 压力 梯度 没有 给 定时 ， 也 是 存在 的 。 
不 同 的 基 在 PNS 六 程 中 ， 还 存在 有 边界 层 内 的 粘性 流动 与 外流 
Aa Aree, EEA ISS AR 

A TE T RME Ee ARR, BAK op Brun 
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[p] FE d PB HEX 3€ PNS Ay Fz£B Er ^ ERE BJ SE ny 
为 了 简单 ， 考 虑 二 维 PNS 方程 ， 并 假设 所 研究 的 是 粘性 系 
ero RAISE eA, ARAMA tH Ct, x, X, z0. M 
Jt. AeA (9-1-9) 可 简化 为 以 下 形式 
BE , GF _ F: 
Ox tay 733 (9-2-1) 


ix HB 
Pu | 
| Pa wp 
E 一 gu 
| P lC 四 十 -一 z Pt v7) | H 
| ON 
l CHU 
F= PV + p 
v P+ n+) |o LE 
| 
| H, 
F.-— A 
| 3 
uis voc T, | 
AEG HR. MOB E Ht AME o RE x Jy qup Bt erp 压力 
梯 认 项 的 系数 。 当 名 二 0 时， 访 项 就 被 略 去 了 ， 当 外 二 1 时 ， 该 
项 就 全 保留 了 。 
首先 考虑 无 粘 流 劲 方程 【HH 一 0 1， 则 方程 组 【9-2-1) 可 简 
4e DUK prr EE 
SE 4 oF -0 (9-2-2) 


gx gv 
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HET EA ay A 
| ao |. ad 
1 _. 一 -二 LI LU. 
DAE ave +B] ay 0 (9-2-3) 
Hoc SMED ATAIL BIA LL jem 
| u p o 0 
G Pu 0 c 
CA- 0 0 eu 
», VP . ru 
|9 yl PPM p= 1 
| " Ü p 0 | 
| Q py Ü 
CBi= a D pu 1 


HE O 为 


众所周知 ， 如 果 答 阵 [.A1 OBI ASS f. MO eh 
(9-2-2){ 或 方程 组 《9-2-3)〉 AMAA Bie ER h RE 
值 为 


t 


Ate: 一 H 
(9-2-4) 
— e iv’ e*—adf 

一 -一 a 


这 里 
d= op 12)J4—oct 


e =— oli + Y- of Y— iJ 


{f =u c" 
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€ Aug. WREE x AMM aR Rep. jp H8 pe 718p 5e f 
A CERES) MAHA, RÄ 
“uec — gp Mal 
y. Bra APR ASE, Cup Rx A ep 5 Jy EP n pic 8] A 
ERE ma (BIRR O0 xLOXx1), WER PRE. E 
音速 区 域内 的 特征 值 出 将 保持 为 实数 ， 即 
VM 
7 ti pm 1 AP? 
REM. = u/c, VI EATER ET TIE I EESE SAEC PER 1n) zESE 2 
量 495 2 BRP T E E HK A. 
TEGA EA, EPR REA (9-2-1) 中 对 2 的 -一 阶 导 
SO, ui; ERGUJESPH Py SA PP ek 


(9-2-5) 


CO Se. 


-..90  .Q4. 9950 
Lu; ax 一 人 有 | ave (9—2-6) 
u P Ü 0 
i 
[AD 一 | 
uv po psu Q 
a. G, Pur a, 
| [ Ü ( Ü 
| n 1 0 0 | 
GB 0 T 4 0 | 
| 3 
A 
iF u 3 5, 


其 中 
a= u(ut-4- U^) 


G= . "P. E Putt g*) 


5oD 


(y —313e*p, 
b y 


U (y-10PB 

tS ee CAS OB Rk (RE TE Bu 3c XX (u. UM 7; TÉ fH 
(9-2-6) HFS 的 正 向 为 抛物 型 方程 组 。 设 4 呈 0, Wee 
的 特征 值 可 由 以 下 方程 式 求 出 ， 


4( pay — il Pn a) Em y—e(y-))-o 


H 8/1X H 
Pu 1 + p, i _ a 1 
«(^ aj[(ecr— 15-7 vf P. J)a + b, l 
由 上 和 式 所 确定 的 特征 值 ， 如果 
u > 0 (9-2-8) 
H vr 
e rAd ( 9-2-4} 


1 ¢0¥— Ni 

则 其 特征 倩 为 正 实 数值 。 从 这 里 可 以 看 出 ， 不 等 式 (9-2-8) eR 
= POS Bates TEES BATS, Feiner se, BD 
无 分 离 流 产生 。 不 等 式 (9-2-9) 表明 对 流 问 压力 梯度 的 限制 , 这 
与 (9-2-5) 式 相 同 。 罩 此 可 以 初步 得 出 缩 论 ， 在 PNS FW E 中 ， 
出 诗 流 向 压力 梯度 项 的 存在 侧 产 生 的 不 稳定 性 是 由 于 无 烙 项 产 
"ERI. 

dA x 

PM 
1t(r—1 3M? 

pap BIAG, GM.— 1 nf, fi Mo=1, 04M. 1 by. £F 6M.) 
>1, BE, 3M, 184, Waos 1, BUM WA HE 可 
Se SEARS, APH IESSREMA. 4M, 1 mf. 如果 
WG see AE fej A TES Ba, MR BE 4S AB 3p ft i) PE BEE RO FOX 
CRE RIBS A © (aprox). AERR MM LA M.— o. weak ur BE 


fi MO= (9-2-10) 
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MAC 0, EHRAM HEK biH, APRA T REPT 
Al Pe RES, PINS OF P a qup HE BE BU Bi RS A ae A. Di 
Bo SCORED Ae” CWRpBE. AT PRA EGE Be. 向 单 的 
Jr id: AG CER RET IE Sa RA, FO APT le Hs 156 BL UU. 
但 这 样 对 于 大 流向 压力 梯度 的 情况 ， 流 场 中 的 数值 解 将 引入 较 大 
Wik. ASAE HMR RB, BNR BE Bp RA 
AL SOPRA ND Be 0 REH AS Bg BE a SE. STM A 
El RRA, LIES AD EERE TD OMIA A, IR ee 
Py shia ee. Boe Pdi a a ESEA AeA. SAT. 对 于 
PN Sy ev. Numi) PRESS SC SE OR AA, TW UT A 
— BBS) RIB. 

Aq REE E REER E A, — Be Pe EE Se AE R po 
后 差分 ， 计 筑 所 保 窗 的 压 恩 梯度 项 ， 这 样 囊 以 应 用 前 一 步 的 已 私 
EHEER EH. Pin ABG + iR. JEA EE t 
AREP eg x A fel HR BB LE i opasti SEL T 225 BET A 

op Pet Pint, 

ee SX 
ABEE (Lubard) Flap CHelliwell) $ A72 Be H1 fi HE 时 
稳定 性 分 析 指 出 ， 存 在 有 基 一 推进 方向 的 步 长 (4%),,， 当 推进 
iHi" re ARUP Rae cde)» RAH AB Se 
ii. X*pTLBFEPIVO 万 程 ， 利 用 以 上 分 析 方 法 可 以 推出 


(9-2-11) 


LO B)LCY /MD - Duty? 
{ uu z— 5 2 c2 y ER BjI35 一 --—-- (9-32-12; 


RE f Shadys XpTERGMEERXR. C240), AR a FR 
AUP JJ J AEX ie ee RIF A. SE (Rubin) 在 文献 
[132 P 3H H. CoD aT x A E BEP R ATY Lu o4 
BF ee a. MRAD xg WSO ELI EE ea 
wT THR, eS ERE E UR eR. Bl. OR 
ALD Rese. ERPS AARC Lin) Sp APE DCRR CIO ERIN, dX 
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Tt POR ob EE Ava eae, A a BP RE Wu [2 pg 
HOEREER EIRA., MIXER SP Beh get Pm et mo sr 
要 求 的 精度 就 太 大 本- 

另外 一 种 处 理 流 阿 压 方 梯度 的 方法 ， 被 称 为 “ 汇 屋 近似 ” 方 
tk. Wp ERRA B4 77. qc A ROA 
pv HET OGRAETPNSU RE. HSE aS BEB Bid EG SETA Wu wy E 
AAEE Aan ayi Ba. dx AE eS a Re 域 外 
BERA Le Bes RRS. ROR ORR eK RA AS 73 
FBBE, PS THEE BA fe ei. Ana Tee eX. 
7AM Te Fs ES Rl AY Ae 3 TRE Er TR IE Se A RR SCA OS 55 iH 
hu, EAB SCAR ASE TE. ETS ET RE. 

Ab B yi p] He 21:88 EE B 336 A dE (Vigneron) 
ABW. HAA RLdH HR ORELOT SORES aens A 
J £t eS EJE ETS SAPE ZH. — Uüiyo-(on/ox), 531—305 
(1-0oJ8p/8x. CHER MAR cO -— 1, fx OA Re 23 t3 
EERE; EARRA, AR E olap oxi NW, mg or 
H (1 — o58p/oxw E, AHAAA a GA OK (872-M) 
JELAH, uH REW” Jrik. ShA E BP xk OS 
Shee. MFR A, PNS y; f (9-2-1) WAP 
ÉA: 


aE A. OF aF — oF, (8—2—13) 
ex ax gv av = 


xxH dympiE, FP FB eIAR AR (9-2-1) 中 的 相同 ， 而 
ü | 
(1 — oy P| 
0 
0 
WBA (9-2-5) 44 (9-2-9), 上 式 中 的 参数 名 可 按 下 式 


p= (9-2-14) 


| 


338 
or I O O 
]14CTY—315M3 
fe pg AEAEE PED, TSE Take BT 
a EAS TE te Pe. PERE SEH, MY PORE (9-2-1309 H 
Pa A ae Pe SR ET ik. RA, WERHELLE Mapex 在 
更 声速 层 内 ， 即 “底层 ”内 被 路 去 ， 她 空间 排 进 方 法 可 得 稳定 
fe. GAR ALP Oy Xi (9-2-13) odie, A 如 
RUE, RAW RSS RAHA, WSs Mb 
(AX) win ORE EH SLE eR, AST RRO RE A OK 和 
Se", JAH CBucgein) VORRE Fb (Yanenko) 等 人 的 工 
fp. 
pr ED Ree Dea, TYR Ae AX min 的 方法 
B fH BR EG Ts) E,W) ay Ge ach us a AE EG is fe Fe 3 E 
qudd Se PA ie gO EE ME ee io, SE A EE re 
HO Bik Spee PE RR BA. dE PNXSUJDTREUGRAETCB HR SO 
RM. WTKR ey ARTA A, rk X 
ERRER, oe Pa eA OPE ig TP 28 
ERRA” BRERA, RAR BAA A LE 
ik EPA sag EAA. 7 BAR As Fe RA 
(i. Paw SA Babes Ae a DE, Bt py He 7 WB OHE 
ap/ax= 9, HAASE RRHH ea aA. AE 35 
At, FARRER Dap /sx Aon, fie le) D HERI T£) GS 
eR. c8 T HE DUE ee Ee, x 方向 的 压力 梯度 项 的 
计算 必须 引 六 下 游 的 影 虽 。 为 此 可 利用 同 前 差分 ， 明 近 方 程 组 
(9-2-13) 中 的 压力 在 x< 方 向 上 的 梯 虐 项 。 考 央 + 1 ay Ae 
HE HORARIS A 


tà (9-2-15. 


£2 _ Dig Dray 205 
C QUAE {9-2-16 


"atpeYkde" ce Lid pe p PN SGA BE OR RA gk BA a x 
问题 ， d ay FA RA LIRUAR it ph de RAE MIA dH 出 ， 
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VEIT EIS UB Url EREA A E, ERES Gy ib Oe UL 
上 时， 在 某 些 情况 下 ， 所 需 的 计算 机 时 接近 于 采用 时 间 相 关 方 法 求 
解 同 - - 坷 题 所 希 的 计算 机 了 时， 这 样 就 失去 了 采用 空间 推进 方法 准 
fF AG TEME ah PA A] UC BS BE T a 


第 开车 ”空间 推进 求解 方法 


正如 前 面 所 述 ， 当 以 于 条 性 满足 时 ，、，PNS 方 程 组 (9-1-9) 
对 于 流动 方 铅 是 卜 有 曲 ; 一 抛物 型 方程 ， 

《zy 流 场 的 无 粘 访 占 主导 的 区 域 是 超声 速度 动 。 

( 2) 流 场 中 流动 方 辣 的 速度 分 晤 处 处 前 大 于 老 。 

(3) 在 流向 动量 方程 中 ， 咯 去 流向 下 力 梯度 项 ， 或 采用 上 
节 所 蓓 加 的 方法 处 理 该 项 ， 以 阻 正 数值 般 指 数 增 长 的 产生 。 

hy WA jo te eb a AE, ER) PNNS A HE (9-1-9) "D ASB ie) 于 
2 AE Duty a Fa T RA A EI REE, BEETA A E BY) te A TE 
EAER A BOM FERA, Ha dm e — + 
i TE 

TEARS pH TA pa Ek AD A ie FA OR AR PNS 方程 的 无 
RG AR sR Ur te) oh 3 RHEL. 

ATER FRR, KEMARA E N-S A 
FLH (9-1-1) He. WEHRPNSHER WD FRR AS ART 
形式 


8E | OF , 8G 
| 9-3-1 
ax ay Dx 0 ( / 


iH, E—EQ, FSE Fe G-—Go—Ge AT RABBRA E 提 
Hi Ar Seah Pe x Sy ipa BJ Gb Bd RlHs7i BB OHC, AE +p fe 
fr E, 出 方程 组 (9-8-1) ATA 

ae’ ôP aF dG .. _a_ 
rr (8-872) 


这 里 


[ Pu 1 0 

pu tap | (1—o)fp 
E = PUU 7 p=. 0 

i uw | Ü 

I(E, +t Pu | 0 


WHITH, Ae By Bl) by oH r AE SK p EL T AGAR 


2 
Ts (—U,— wy) 


Try = fu, (9-3-3) 
Frs Sit, 

Gs == 0 

Gy 一 一 fy 

q,— KT; 


EH EE SE—— FAA (Bean— Warming daH BUE ZRTAAGXUU. gu 
p —WEFERBEu(YTJrX4£H (9—-3-2) 的 美和 分 方程 有 以 下 形式 
21x O p 


poc Bx . a . door 28 
AES, CO, Ox (PEA Y. Gx (EO) 
| o Qa — -j = 1 ( EE l| z , d 


(9-3-4) 
XXHod'E—-EU-E. xcix, WERB, 2) 4 A £8 (9-3-4) 
是 说 兰 方 向 推进 求解 的 。 当 访 和 中选 用 不 同 什 由， 可 得 到 通 澡 所 
采用 移 知 种 差分 格式 【参见 表 9-I)。 
应 当 指 出 ， 表 9-1 中 的 玲 断 误差 ， 是 对 于 .I 了 'E 换 ， 当头 分 方 
程 (9-8-4) 中 的 8E/6x 项 以 差分 表 还 式 I'E/AX 代 兰 后 ， 所 对 应 
的 截断 误差 应 除 以 -ro 
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Ao-1 (9-3-4 pw XAR A X 


Ay Bs Ki 式 Bp umi 
0 ü kk i ke St Oc xt) 
ü - 1/2 p shoe RE BE DESEE 
1/2 ü 隐 式 梯形 差分 O2?) 
1 Ù Bk Fr EA 35 (Ji -ixti 
1 1/ 2 Ba 式 二 点 向 后 Qd x2 


HF PNS, Fite —Brkehehaw wk (8, — 1. 0,— O0 5, 
2X TREASURES Ws 1. 0,— 1/2) RRB 
的 格式 ， 然而 二 阶 精 度 的 撞 形 差分 格式 《9 一 172、 由 一 0 1 
将 导致 数值 求解 过 程 的 不 稳定 。 

利用 方程 (9-3-1)， 则 差分 方程 《9%-3-4) WEHA AFEA 


EPH E -2 


i — ü p— 
I -isl ay (ed BF az CIE) | 


Ax [ 8 fz 29 qut oe fad 
1 x jy F I tgz (6 )|+ ital? E 


(9-3-5; 
xE, BET MBS, 方程 式 (9-3-5) 称 为 差分 方程 的 x 
E (delta) BR, HA 
AE -ETAAB 
A p= dA FER (9-3-6) 
AG m ud'éi — uc. 
HFmBE’, PAG KE ARON KT Kem, BARA "E 


| 2 i U, 
| Ou | U, 
U-| ^v = U, (9-3-7) 
| Pry | | i 
LE, J I dF, | 


Ep Y 
UUs 
U, | 
- EM dog; UIU. 
P= ot Or 1 af Uu ns ] | 
UU, | 
U, | 
[U r co( o, BU y Us. | 
(9-3-8) 


FGA Emn ATRA. Bub. E’. FAG WHERE 
开 为 
(BY y= (E+ (SE-) aru o Cas) 
Cg = CF)! (0) SUH O Cast) (9-3-9) 
— ~ ie] — d ag: ‘ fo : F 
(Gil = Ge) + (22) AU a OF LAX) 
py, E; Jj 
ATE’ —UOQU' AB O Cx?) 
A FIORI AGH OLAX) (9-3-10) 
AG: 0S) AI B OC) 
RECO). (RI, CSV JEn HGB Ep E" fav. OF./90. GraU, 
其 表达 式 如 下 


| 0 1 0 0 0 
| 
ap 一 | — HV U u Ü (i (9-3-11) 
一 HLL rit ü u T | 
es € es e, "M 


xx HE 


3208 


6$,—(2—o0(y—1m ej,-—o(y—1)v 


(9-3-12) 


fg =~ OP ] )w. eS PI ) 
2E, 
eu 一 | 一 p —( P= 1 Cup ot ut) Ja 
pic 2 ono ryf 
£77 AG -—( #— 1 )38 bu ctus 

j 2 
€,,7 i P — 1 m, e,47—6(P—1 Jaw 
Ess = FH 

| 0 0 1 0 0 

a | —uv U H Ü 0 

GE; 

"eB T fai m fas Iss Fas 
— UW n zü ti a 

Fst Iss um Fas fes 

xx A 
fs, = ye l (aigu y+ ras y? 

2 2 
fss=—{P—1)u. fes=(3-—?) 8 
fa-—0v»—12)um, foe y] 

^E 
fa-[-4 -十 (7 一 1 jn) Je 
Js= i P 1 Jaw 
= CEs Rod z Au z 
[ss p 2 Cu 十 3u + w*) 
ji 一 一 (4 一 l| Jui, fes—= YU 
Q 0 | 1 
. | — uu e Ü H 
8G; l 
an 一 gue 0 ud U 
Gy, —C(Y —1)u —(v—1)v (3— Vw y —1 
L Gai Gas Sia Gea 


这 里 


us 
(5—3-13j 


Y — — 
ga = 4 (y*+ ut yor gw 


—'PE, 
8| —; -Hi p 104-0 w* Iw 


Gs =T Y 1 Jew, 9,,— —( Y — 1 jow 

gum et — POL yt pot 4 wt) 
在 雅 可 比 短 阵 8E /OURHES B. HiT v BPR RR T 向 
RU. 
RORY ET, OR AA SSL A Sy PR ee ST, «Be ek 性 项. 
CEP RHE Sh. E RR Re S eS Re k ie Tike F 
mihrv. FRR A pte S BO, MRRP. RPE E. 和 
Gel 753 nl as oy BE — Beat 


ğ 
fe = Qg av (Ds) 
{ 8 一 3 一 1.1 


Ge Sy 


8 . 
IC 


他 


Cho, DRG F ORT. WEI RUA, KARERE LF 
方式 进行 线 化 ; 


| ji 8 - 8B.Y | 
ioco h| X GE) anm Jro 


[=] 
(5-3-15 
由 此 可 得 
de—UVJ'A UO OC x") 
cs a (9-3-16- 
e G= VW U 4+ OF LA) 


CV UAL CW EHn Epo EaU AMAG., BRIAR A 


3b0 


| C 0 0 0 Ü 
G H a l 
| as) 3.) 0 0 9 
OF, L4 22) A (4) 
8U | 3 YD 0 8 SYA Ü 9 | 
|e (ey 9 (1) | 
| ay (5) 0 9 ay VO Q | 
um f^ fa f fe 
这 里 
f,,=— a. u^ }-4 a7( ut )-- ° (27) 
" oy o 3 ày rs av p 
| _56 ER EGET 
P, av L( y — 158 2p 
— 7 \ 9f u ) 
f. -( 1 P. lay ( p 
à y a U 
fa-( 3 p) ivl p } 
UV Y OG rp YW 
fa-(1 EN ly uu" ) 
y of l^ 
fs =- wd) 
| 0 0 0 0 E 
ó fu à l^ | 
I (5) m») ° 0 9j 
ar | 了 =) 8 5) | 
a | a (7 0 oz (P 0 0 
| aru 4 afi 
T (5) * 0 $ x05) 9 
Se Jas Fe Ge. Ges! 
这 里 
neue ot 
总 rr 一 一 一 一 -~ 一 


36I 


_ FP. 8 [ 天 Eto te] 
P, dz l[( y — 1 39% 2p 
L P à if 
s - B24) 
i 4) 3 T 
s»-(1- ) 2 (oz) 
-(-f---——J5( LET ) 
Gea \ 8 P, faz WV P 


go 一 as 
aA (9-3-86), (9—3-10) Al (9-3-16) 代入 方程 (9-3-5) M 
得 
(EY H Lasy, ay GE - Ee) 


iX aU 1 + oU 8c 
8 (8G; OQ. bow 
t^ez Vor Ee y y 4u 
x — n d 
=I 44, Ls y LG 
B. "T" ^ 
十 本 十 矿 ad gE A P 【9 一 3 一 1 7 
这 里 表达 式 
0 DBF， 8F, ice 
GE oU )j4 U 
表示 以 下 相同 前 意思 


3v (GE 7 GE) 48) 
可 以 看 出 ， 在 方程 (9-3-17) 中 所 有 的 隐 式 项 者 在 方程 的 左 边 . 
所 有 的 奶 式 项 都 在 方程 的 右 端 。 对 方程 右 端 的 最 式 压 力 梯 度 项 
AP, WRAPS ABS RMR. UFR BRED 
A fri RE Rp HC Bit [ie] Fer ZS} 
pp = 4 P+ OlAX) (9-35-18) 
WT RABE SR, WRAP EIN qmuEIXO 3 
A P = dtp A PA Osx) (9-3-19) 


562 
AE (9-3-17) fy Along Berk BS) ay ER Ae A ha RA. A t 
Yat th fai 


if; oR? 
Tu aU 1 


lau -RHS { 9-3-20) 


Æ H iR. H (9-3-20) rp pqzX SES PIB AES 
方程 (9-3-17) WAM}. FAR (9-3-20) 可 得 


TEGS QAX [ 2 (25 _ 2 ] 4 9. (2a - 28] 


iar? 1 十 中 | ay \ én ai üz X ap 8D 


dAx NY o (8G, G0) 
*(3 5.) ^ 8U 


+4,/ dz NOD 
QE, y ] a ( OP; Of, ) les BHS ( 
- Zi — --| —-— — > => [ 0—3-21) 
( aL Oy M OD! a i l 


比较 式 (9-3-17) 和 (9-3-21) 可 以 得 出 
LiiS(9-3-17; = LH S(8-83-20) + OLAS) 19-3-22) 
ixmLHS((05-3-17) BRAS (9-3-17) HHZ om mx, LAS 
(9-3-20) 3ézg ARE (9-3-200 HRA. gh E T HA HB. 近 
(LL [E ERS) FE FP AS BRS yA HE 23 R AT Z. 
方程 (9-83-20) oy f Tee 6 jori 6 faz ZK JH — BERE BE nn 
(Gg) av 


S | a 


By SR AAP SE XT 
(GT. 08) A Ui ~ COR /00 AU. Cg gg a j 
PAY | 


xp ENS 
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其 中 每 一 个 元 素 
e $0400] 
THU TÆ XB 
ta Co (BAU /0 £i Al BA U)/8yM | -L 
ay 


{ana BAU), OO UD asa BATU i)a 


— (BAU DL A 
ex (Cau d au CBU Du {PAUL 
— (a, 4-84 LLAP U Gr BAUD, /I24vy! 


(9-3-23 b) 
Sepp ESS) RU TSS KBs AH (9-3-20) 可 以 写 为 以 
下 求解 序列 
第 一 步 ， 
BE" t A af x a agi _ 8Ge f fo 
li au ) *1 +å, az ag ee) IE Un 
= KMS (9—3-24) 
第 二 步 ， 
用 一 3 ag" , — — 
< $.- (2E) AG, (9-93-25) 
第 三 步 ， 
HB’Y DA 8 (Fi  OP.V | ys 
{i B) +6 Gy \au at) Jae 
= d, (9-3-26) 
第 四 步 ， 
Geta +AU (9-3-27) 


方程 组 (9-3-2) BHU WARES Pe 2H, HH E JF JE 
XJ 
(Dis G= RHS (9—3- 28) 
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| (B, CO cer HI ess Q ) 

(A. CB. CC 2 
: LAS CB (Cy) : 


5 万 ] 一 
| : (Ar I CB 004.) 
0 LÀ. B4) j 
Car U 1, | 六 RHS, 
r | ATTE 
(AU | —> | RHS, 
T=! E .RHS-— : 
UP, | | pi? 
dr 1 | | RHS, 
^ (4 Pr . n RHS, 


ZELAN (Bo. (CE 5x 5AM (To qm RHS [m 


Et. BRHS,.us (93-17) 中 的 右 端 项 。 此 方程 组 可 按 三 对 角 
顽 诈 阵 孙 逆 的 方法 进行 求解 。 当 UHR, Bm HY 
(GE! /9U Y 可 求 出 A Ua 第 三 步 类 亿 于 第 一 步 ， 对 3 方向 求解 
三 对 角 上 块 道 答 阵 ， 然 后 求 出 I'D， 最 后 在 第 四 步 求 出 如。 这 样 . 
WHO Ra. WR FARMS SA 


- 
AT f rit Tos | Uf u 
ERE — VERE 
ffir prin 
fai E: fet Toa 
DU —-———. Ut — leg (9—3-295 
HERE + "E 1 
qunm VE (77) CUT Y? Cu)? 
Ui 2 


xx HU Ai EUR E (EILA (973-72). 

在 实际 计算 中 ， 为 了 上 防止 数值 解 的 高 频 振 动 e db Jp TÉ 
(9-3-17) PHA THER. — Ea E LA BOR eee 项 加 
Ast (9-3-17) 中 去 

a^ 


-el Cf y>* M (Ur Gzzj* az" TH (9-3-30. 
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EA (9-3-30) P, WAM EA RIRER MOMs. AT 
(EIR RW TEER ee, EDR RB BrerpT 1/16, B 3X (9-3-20 中 
BY FO Bay Se ee a AY RHA TAAR i 


a* "AP LC —- X 
Cay) 42077) ep $a zih m AD, LE 十 GEJ ak 
— AU ye HUE ar 
a^ — r — por - 
Cz 01 a Cu ye Ot aa fo hrach Brit 


— AU tae t ES uas 

EA EXETSR AUELTR ^E s A AT OR R= AE PNS JP TE np 无 
BAA AE. MTR BRD AST) BE i AW 
(B). E Path Pe Boe RKR E, PE Se EK 
分 CRB SE ih EIS ie ES a RE 分 芋 
Epi Te PREAH, MASE IAe. AT 
被 这 一 问题 ， 塔 尼 希 党 【Tanrehilly SAW LRRD F 一 
般 非 正 交 党 标 系 内， 求解 三 维 疡 ws 方程 。 本 书 中 采用 类 似 的 
计算 方法 给 出 了 算 例 。 


第 四 节 — AAR oR ARIAL PNS 方 往 推进 求解 方法 


—. Xo pË 


AASB RRR CE, 7, £2 AR PNS A f8 (9-1-9) H 
发 ， 为 了 采用 维 格 内 龙 提 出 的 压力 梯 度 处 理 方法 ， 将 PNS A 程 
Ej 为 以 下 形式 


8E BE af, ğe 
+ - 二 一 -小 一 -= 9— 4— 
ad + BE | Bn ac 0 (9-4-1) 


这 里 
E£-( -Br 二 EGG ) 
( 1 


| ee 1 +é,P,t+&.Ps) 


sb6 


,C1—o0o5P, 0, 0, OTF 
, 0. (1—0o)P, n, 0J 
Fa= 10, 0. OF (1. 053p, 02 
Fs. Fa, GEJ ZIAR 与 (9-1-9) PAJE, Es G tA [n]. ifj co 
EE TERA 
"nu c yM ? 
pt teor— 1p 


M,= Ue, U,— Eut £,U-- Ee 
HRA, Milita. Lp. MA (9-4-2) 确定 
commu, uni “RRR” Me Ro Aa 
a M> i +e, Bai, 
AM1 tet, Re= 0. 
这 里 ,为 某 一 选 定 的 小 量 ， 0 Xl. 


(9-4-2) 
ix E 


二 .差分 方程 


采用 上 节 相 问 的 计算 方法 ， 方 程 (9~4-1) 的 差分 方程 有 以 
下 形式 


= 一 < (OF: — 86s). B ado O i 

n 1 + d. gj ac 1+ i. A Es :TP 
— „yel 8E | NEU Rd | fdrs ) f 
ts 8g ) 1 +8 (4s) gt} ak Jp 


十 a ( ^s | (9-4-3) 
if 


这 里 = 下 /J 了 了， Jibi Nen ERI Le EC RR 
(9-1-7 b )), GRAMS XM (9-1-1) P Astle zii. Bp 


, a 
Gi (| r or, 
+{ J ) ae 
($92) -( E Ee) ĉn H ( Fi—F | ae, 
ag /j i az J dé 
十 (oe ) 3^. 
as 


(9-4-5) 

HET LR RE aR. fa. aG./au 和 6/85 的 表达 式 在 本 章 的 
附录 一 中 给 出 。 偏 导数 8 /59 和 6 /从 采用 类 似 于 式 (9-3-23a ) 
Al (9-3~23 b) 中 的 二 阶 精度 中 心 差 分 格式 给 出 。 若 计算 中 采用 
E rp — BE EE tik west (0, 1, 6-0), WRAY 
REOR U, @G,/au MIGE/GU TE i 排 进 行 计算 ， 这 时 盖 分 方 
程式 (9-4--3) 中 最 后 一 个 括号 内 的 项 可 被 略 X. ^P NOR E 
屋 近 但 ?， 印 以 底层 外 缘 上 声速 点 外 的 -了 界 向 后 盖 分 式 《9-3-18) 
进行 计算 。 如 果 皇 方向 采用 二 阶 精 度 三 点 同 后 际 式 摘心 差分 (84 
一 1，8 一 1727)， 则 雅 订 比 和 矩阵 应 在 1+172 处 进行 差分 ， 
HAPEN SRR, ER 《9-3-19) ME. RRB aH 
FE (9-4-3)8]7r E 3 Bip rri a A RIE RC -3-242 i 8-3- 27) 
完全 相同 。 

SCHR C102 3€ FB -— [Up FE BE o B Dr d SCR E — HE PNS WE. 给 
IB T HERE. Gk AE RB LE FEBE m UR ha Ra LAE Sp HR 
fe PNSUPER Hid T d EAR. 


JGS 


三 、 网 格 生 成 


一 般 举 标 系 CE. ". €) 与 直角 坐标 条 (x, v, 2) 之 

H RJ Ei ERWA E (9-1-6) Brom. 1 E ATERBED Ie], M FE xt 
方法 基 在 二 下 的 茜 一 前 硬 上 给 定 流 场 的 物理 参数 ， 沿 5 方 问 HE 
JERR PNS 方 程 。 往 计算 空间 | 内， 了 二 OM Te a r= 1 
对 应 十 计算 区 域 徇 关 边界， 如 外 激流 , GA Ans 1 (CNA 1), 
HAAS 1 ANI 315. HspN RGUN J SSA fL A B9 
[3 Meu XR. 00 — Bh — 107, =i J — 1)46. B (Yp Ye Zi) 
ABA 2RA AE AS AB. s (RO Ae naa pe GE A 
wide. ix Hd s CA) EAST eI mit 的 ， 则 在 
(7. £0 SPA, WET ja pt dea: ABA LP KR OA 
TME 

x(f, k)—x( oo 8C jOs C hotnC 3 )- 

CF, k)oyi P) 8C OSCROUnCÍ )- 32 (9-4-8) 

2(j, k)-—z0OP)ct 60780 RB) CnC jR) 
Fee sO 7) X 07, £O PRA 27r EOD BH KE. F 
RRR ATER ERS, Bee bDuU—i. WACO) A 
激 波 脱 体 距离 (参见 图 9-2 )。 
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n 为 ?方向 的 单位 向 量 ， 这 可 以 是 狼 直 于 物 而 的 法 向 ， 也 可 
区 是 不 垂直 于 牺 醒 的 方向 ， 记 六 k aaax, Y, z 三 个 坐标 方 
辐 上 的 单位 向 量 。 由 式 (9-4-6) 让 得 
x= CX tA s e Cn i+ solnih 
y= y etde SCM H ds nj (0-17) 
| @e=(2g)2+de- s Cn- k)+ a: $ Ok 
SxS RI Pd dcl CW od Ce. Zda 
(nU. (De On ko WRAP OES) BHREGU A. OF 
Se FA ae ae BL a (参见 附录 二 )。 


BE]. 533 5 ow Of 


考虑 -- 绕 流 问 题 ， 如 图 9-2 所 示 ， 计 算 区 域 为 滞 波 与 物 珈 之 
间 的 流 场 。 对 子 空 疗 控 进 方 法 ， 记 需 兢 定 的 边界 条 御 为 物 珊 和 外 
WF. Se EAA EAE IR. ON e. 

(—) 物 面 边界 条 和 件 

FER bk, ST RR BEARS IRIE SR E: 4a cR HE 
pe ue, Sp, CER TED APR E A A 4 SEC IE PE DAL 
HARA., KAROM EAMA ERARA Bw od HR A 
E. WP FR RAT 


u= vV =W= 9 
00. aT o. 
T-1. 或 ot "n 


Pe = (4p,— Ps) 


下 标 2，3 开 未 紧 接 物 面 二 个 网 格 点 上 的 参数 :， PROBS 
LAS, no 表示 物 面 法 向 。 

(Z) Ma mx 

43k Bik 

H F4esk ote, She A BAe ASR ARK. BRA Shh 
RAR BD Gein n =, 的 曲面 上 ， 使 得 外 激 波 被 包含 在 计 
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FEREN. EAHA LERE maA 
一 TY， v =l Va- F) 
uy. ko), P SPa 
P =p, 
MA Freon M E 
2. PES Pye 
StF Shs) 4E. E NEUE A. PE ER P R a Bg B4 
HAH, RRR, 外 激流 的 确定 多 用 用 装配 法 . BM 
a) RAHA CAE SCS ART AS). SERCH ARE 本 思 
HEERA ES EP OE, VD Sy OU je Bg 2 iB 
SE HH EE BS BRUT A OB EP AO AR, RENE g 
压力 值 ， 然 后 根据 激 波 前 后 关系 式 ， 箭 定 激 波 后 的 其 他 参数 。 xx 
RO 2 2 中 给 出 了 激 波 装配 万 法 的 计算 公式 【 见 李 章 有 附录 二)。 TE 
下 一 节 申 欠 二 了 以 内 点 其 分 方程 计算 激 波 上 还 力 值 的 方法 。 


第 五 节 PNS 方程 的 分 区 求解 方法 


从 以 上 的 描述 可 以 看 出 ,采用 空间 推进 方法 求解 定常 PNS 方 
程 ， 存 在 有 数学 提 法 不 适 定 的 问题 。 BORIS PE RR Ri a8 
提出 了 各 种 外 理 方 法 ， 便 由 于 未 能 完全 消除 流向 压力 Bb OREL A HU 
“ 粮 阅 ”型 部 分 ， 使 得 在 数值 计算 中 要 东 捧 进步 长 必须 太 于 某 一 
确定 的 值 ， 也 就 是 度 求 所 选用 的 挫 进 步 长 能 “ 跨 坟 ”向 上 游 伟 揪 
ZB OBR. BUDS aU RRR eR Kite. RES 
ey AUNT VERA REA UE Re. ZOPDHEAO k (AP 
ees hs, erie R AR. SR AL “HER TEL” ATA ROARS 
况 尝 提 尘 不 适 定 的 问题 ， 世 在 很 多 情况 下 所 需 的 计算 示 时 与 采用 
时 间 相 关 方 法 和 解 辣 -- 问 题 所 应 的 计算 机 时 相当 ， 这 样 就 失去 了 了 空 
何 排 进 方法 的 优 直 性。 

为 了 彻底 解决 空间 淮 进 方法 在 计算 中 所 在 在 的 不 稳定 DES 
自 能 基本 体 更 空间 推进 方法 的 优点 , 本 书 作者 提出 了 PNSOECH 
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分 区 求解 方法 。 其 基本 思想 是 将 计算 流 场 分 为 两 个 区 域 :一 为 靠近 
物 面 的 亚 声 速 区 域 ， 另 一 为 整个 流 场 , 显然 前 者 包 会 在 后 者 之 中 ， 
ALR PPP AP ROR. TERE THAR. KHAAA 
fer BY Se Fel EE BG 5 He HR AE Bi TB as tae PA RS PF A R 
方法 。 梧 节 将 利用 错 点 差分 格式 简单 介绍 PNS 方程 的 分 区 求解 
方法 。 


一 、 基 本 方程 


选用 物理 尝 标 及 坐 秆 变换 与 第 八 章 相同 ， 在 秆 算 浴 标 内 ， 对 
Foe SABI BAM EL D SER HESS N- S Jr; fena pu ee aX, m 
X (8-1-11), FRA (8-1-11) PRM A «AS ew, mj 


i (t0 SESE AEPNSAE 
OU | Of, IE 0: 90 | a 
TH + ax FN az Lh Az id az 
= [ars — "|A du TA _fF_1* 
Ni ag Ad az + D+ D: 9-5-1} 


方程 式 (9-5-1) HAUL. Fe fl oC i = 1.2) 的 表达 式 
HA (8-1-1) 中 的 相同 ， 只 是 精 性 应力 张 量 Gi 以 十 商 单 表 
ih 


m Dro e de] 


=. BSABRRAHI 
从 方程 (9-5-1) 出发， 建立 空间 推进 方法 的 差分 方程 和 时 
辣 相 关 方 法 的 差分 方程 及 其 边界 条 忻 。 


87: 
(—) 空间 推进 方法 
从 方程 (9-5-1) 消去 对 时 间 革 的 导 孝 项 ， 则 得 定常 PNS 


üf, [2h — SU EISE = 
ax + iy az i az M az = (9-8-2) 
G— (GT 6G; 
A Fs $5] 
C NÍ az M33 
G= D- > D. 


为 建立 以 二 阶 精 麻 膛 近 方程 组 (9-5-2) 的 差分 Jp E. DM 
MiG, AB HD c. EA pec ees}. XP ox 的 导数 现 岂 取 中 心 差分 


(HFa + on), tte SRO RAS, MEE 
方程 组 (9-5-2) 的 差分 方程 ， 且 对 x 和 z 此 为 二 阶 精 度 。 其 形式 为 
1 

CFP T= Got En TO 2 ACE FIT + dz 72993 


1 
— L5" etd + GU 13 


1 


上 
-MY ILAG A HARG = 4xE"*F (9-5-3) 


=k Pp X. "u—] JAY 
z;=ť{ 1-— 1 3242, 
au} AZ= bh, 


HULA, Mio eR (9-5-3) WAT pom 301.7) 
1 
点 上 的 非 线性 代数 方 称 组 ， 可 用 选 代 方 法 进行 求解 。 在 巨 ? T 


SP 


若 取 
下 
f: 8p U= XU ax 一 8p z = A, az 
LIE ĉj: ar —A BU 
az ayy Bz Z öz 
NF OU _ yÉ oU) 
_ ArfaFs oF] au aU. 
p M op J o2 = As az 
(9-5-4) 
2E dprnf dcum A A FEA 
MEE E 817 | 
G= D +D: = AU +A, ae (9-5-5) 


将 式 (9-5-4) Fl (9-5-5) 代 六 差分 方程 组 【9-5-3)， 册 可 得 对 
F(n+i, JO nip TE FORES (OX 为 
Da AFTA HRA ta A, Tta A tH 0,82 ID 
= REIS (9-5-6) 


WHT ARE, RAS 为 差分 方程 【9-5-3) PERM, "p 
所 有 的 在 x HA 层 的 各 项 之 和 。 方 程 (9-5-6) 的 求解 可 采 
由 选民 方法 ， 即 首先 取 式 (9-5-6》 中 左 端 的 算 阵 为 # 层 的 值 . 求 
解 该 方程 ， 然 后 通过 碗 代 进 行 修 正 ， 以 这 到 所 要 求 的 精度 。 一 般 
RS iEPS2- 3 次 即 可 。 

为 了 计算 简单 ， 也 可 将 精 性 项 取 为 显 式 。 即 取 方 程 〔9-5-3) 
rp p SE Sp aR M 

Gray, (Gott r= By 

TE m T, AEA (9-5-6) APPL G,A, Css 为 系数 
的 项 可 移 至 方程 右 端 ， 则 选 代 式 可 简化 为 这 时 粘性 项 在 x 方向 
为 一 阶 精度 ) 

Ca, A, Ta, A. a D = RHS" (9-5-7) 
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iX HU ffr JE Se A Gy EE: AE (975-6) 中 G.A, A a, A, ME 
到 右 端 后 的 所 到 右 庙 项 。 

[二 ;时间 相关 方法 

这 里 所 采用 的 时 间 相 美方 法 与 第 八 章 有 所 给 出 的 计算 方法 相 
Tf. 汗 诺 于 方程 组 (9-5-2) MURS A E (8-2-1)—(C8-2-3)8& 
出 的 差分 方程 相同 ,只 是 其 中 粘性 项 与 自由 项 之 和 三 应 去 掉 P: 和 
x 方向 的 导数 项 。 对 于 差分 化 后 所 得 到 的 代数 方程 ， 采 用 近似 因 
式 分 和 解 方法 进行 求解 。 

=. H * ÁÓ ® 

HE RAE M ESSE nh 2 A PE RUA ETT A SAA AB OCD 
ik, STH REE AAPA RHEN ee ih. Ouf Pes. i 
个 区 域 ; AP. fT SEI RA E ee AY. 
in Eg 9-359; n. 


REi9-3 RD AR 4 os A [H 


Wr m 44r im EGRE PEE EX ERI ZR RUNS EXE RA 
Eug. FHA ROP. 

(—) 症 粗 网 咎 上 求解 整 分 方程 (9-5-3) 

从 -AB 截面 开始 在 粗 网 格 上 采用 空间 推进 方法 镇 出 A453 后 & 排 
(例如 取 k= 3, WA 9-3 Bron AOR. BER = Ad GLO OMS ae, 
j=24b, M.1, KBM=aufe, c ARH 
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1， 汶 波 点 的 求解 方法 

设 六 为 = FT ERA. EREI =N., WEA 
LO RARE o> EAE ILS 

C10 AUB A R24 (9-5-3) 求 激 波 点 上 的 压力 5. 
Ad SIE GIGS. ACE A (9-5-3) rh B digoi HINT. ix 里 
$—U. fo fe 

( 2 ) JB E ux BU HO ED. RBS, HDS B.C) 
为 激 滤 形状 ，、 则 由 激 波 前 后 关系 式 可 推 得 


8B, m+] 1 - 
(Se) = A g cB UP-iAC) ^) — (8-8) 
这 里 
A=. È, E = tntan 
LIT Foi 1, 
C --vi— k . &= 9 Pe + 5 MZ 
#.=sin f, U.— —cos B 
FH, 
h-—1 TUR 
RF Fn EDU EQ EP Ra RA +1 层 的 激 波 位 置 
n+ ao fabo 
(Bo = (Bh R) us (9-5-9) 


HX (8-5-8) 和 (9-5-9) 所 求 得 的 (3 ”和 (98./8s)"" nf 
求 出 # 十 时 的 激 波 法 向 ， 再 利用 附录 二 中 的 激 波 前 后 关系 式 
( 4— 106) 可 求 出 激 波 上 的 所 有 参数 值 。 

2， 内 挟 值 的 计算 

激 波 点 上 的 参数 值 求 得 以 后 ， 可 利 轴 内 点 莽 分 方 独 《9-5-3) 
求 出 所 有 内 点 的 值 ， 直 到 7 了 =, 

3， 物 面 点 的 计算 

利用 物 而 法 呵 速 韶 分 量 为 零 求 出 粗 网 格物 面 点 上 的 值 。 

以 上 计算 过 程 给 出 了 2 + BARR LHS ea. RAP 
BÉBgJprETRHis-e2, n3, n+ b EUM B. BOR I 出 ， 
HEEL EG PR, PAA RR ee, AT Emx E, A 
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BO ; = E + 1 AHER RRR AAR BRP = 3. Mi 
FA9-3 Br, fU SUR AA, 

(oy FER CW KE 

iE. P3 TR BAR IB BS ob PE ee RAR, A AS 
Mitek, ROAR A LARPS. ABM RH ESL AE 
Ringe 2, 3. 1, n = RSME LY. BREL =e 
截面 作为 空间 推进 的 初始 放 而 ， 计 算 以 后 让 排 的 参数 傅 。 

以 于 方法 不 但 完全 消去 了 求解 定常 PNS 方程 的 空间 推进 方 
法 中 所 在 在 的 不 稳定 问题 ， 而 有 年 保 留 了 天 方法 节省 计算 机 时 的 优 
点 ， 这 是 因为 时 间 相 关 方 法 只 在 靠近 物 面 的 亚 声 速 区 内 来 用 ， 而 
且 关 边界 为 定常 边界 ， 所 需 选 取 的 推进 方向 计算 区 域 的 太 小 只 灾 
AT Tt PR “le hare A” Ea. CHE EES e 一般 
H& 3 BAT, GRR. WSK E AI RATA. A 
eR eR T E PNS 方程 摸 进 求解 方法 的 优点 。 


第 六 和 HW 例 


采用 上 述 广 法 求解 PNS FIE, $a Hi T RAA EN Hr PANI EE 
S PH hh EE See ia 9 tE PE 6 HL. 


— 3: ih & 


对 于 尖 头 物体 ， 初 始 麟 而 的 流动 参数 按 以 下 方法 给 出 ， 首 先 
由 无 粘 欠 型 流 计算 结果 给 出 初始 剖面 5 HE, 处 的 流动 参数 ， 沿 上 
FA lil HEE SR AR FE EO PNS 方 程 ,将 推进 一 步 所 求 出 的 流动 参数 控 欠 
WHEAT. HELE =f, 的 初始 剖面 处 ， 然 后 再 重新 推 一 步 。 反复 
以 上 过 程 ， 上 直到 两 次 所 求 出 的 流动 参数 的 改变 量 小 于 其 一 给 定 的 
小 量 ， 则 得 上 = 二 好 A 性 流 的 初始 人 秆 (这 里 殷 设 在 物体 尖顶 附 
xr. RA Sess AE EP FF o 

TEE 9-4 — Ej 8—6 rp 255 H T JS EFE ATE a S E A ESET A 
RR. ee Dee a= 2.0, Rae Re 1.85 x 10° CELERE I fer, 


ar? 


-一 


m Lr. 


Ejs-a “ORE Hie 


d 
| Ado ew = 20 
4.9, " T. Re = 1.85 % ID* 
| ER 
27 a XX 
E 和 4 
= ES ee a = = a a = = 
8.5 
A | 
3 
oy 4.0 B. 12.0 18.0 站 
B[s-5 EEE H IE piu 
aff 
ui Mas =2.% 


-1.£5x i10 


HIS 6 Oe BE FEE UE ob 


为 特征 EEE), ASHES 610°", MEAG GAA ST a FER 9-4 中 
8 T S RE TE 

"i9-orpia di r a ae sp A GE. Du Y b 较 ， 在 图 
FA a T xs Be EILEEN ESAE. 

旗 这 里 让 以 看 出 ， 灯 性 干 找 对 物 面 压 为 分 布 的 影响 主要 是 在 
物体 的 损 角 附近 。 在 图 9-6 中 给 进 了 采用 激 波 捕捉 法 求 出 的 尖 锥 
tk TR BESET BC UE FIXE. 可 以 看 出 , 物 面 扒 角 对 激流 形状 的 影响 
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REB] Si AY © 
应 当 指 出 ， 在 物 面 拐角 附近 ， 或 物 面 曲率 变化 较 火 处 ， 为 了 
使 数值 解 满足 一 定 本 度 ， 要 求 流 加 的 计算 步 长 焉 小 。 然 而 ， 若 采 
用 一 般 的 空间 推进 方法 ， 太 小 的 推进 步 长 将 产 咎 求解 过 程 的 不 鼻 
定 ， 显 涩 这 种 情况 下 ， 分 区 求解 方法 为 更 人 台 适 的 计算 方法 。 


Z. 9E 3 Ow [dh 


STF isk, SEBOOBACA2O £8 Bm AEA 
头 超 声速 粘性 绕 流 流 场 ， 从 而 可 给 出 点 一 所 处 的 流 场 参数 ， 作 为 
推进 方法 的 初 妈 值 ， 外 激 波 采用 激 波 装配 方法 确定。 在 图 9-7~ 
Kg 9—9 rp At TERHERE PE Se AG 4t. 来 流 马 赫 数 
Maj;—18.41, jRi&Zi/e,—1515 (AIRA ar, 9 Re iE E BED, Bi 
iliT./T,—0.0741, 7, 为 驻 点 温度 ， 来 流 温 度 ! -一 200 R, SER) 
MSmPfp0.—7.5 。 图 9-7 给 出 了 牺 面 上 庄 力 分 布 。 负 9-8 络 出 了 物 面 
热流 分 布 。 


Ju 
Po i 


Fo-7 BREE ET 5 i 
CAM au = 13.115 


Bjoe-9s6 Hi T Ma. — 10.6, Fe,,—1.2x 10°, T,/T,-—0.27, 2A 
4E ffo. = 15° BU ER HET T 38 L4]. AT ER TEBS "n6 Hr TH 应 的 
Seige. BRAY, if} ASRS eM. B 9-10 给 
出 了 标 横 4G ARDS. Fd9-1155 Hi Y bs BRE AG ARDS e s 
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e 
" 
oad — xxibX 
0.12 
8,.14à[- 


Eg- BR SEP AA Sud 
CMau-13.413 


Hj9-9 BR Ey p df 
CM a, = 10,6) 


PE Spn A a tH He 23 4 fi it EE 2h SIL. 

fetish ACARD 精 性 绕 流 计算 中 , HKRERA: RHE 
数 Ma.— 2.18 H5 # es, 二 1.63x 10° CELEE GS ÉL fo WEEE ED, 
X thas. 在 图 9- 11 中 还 给 出 了 相应 的 实验 结果 ， 可 以 着 出 ， 计 
SAR 与 实验 值 是 符 台 的 。 在 鲜 9- 1 和 图 9-13 中 给 出 了 钝 到 锥 一 
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1.000 


11.400 ye 


16.660 


图 9-10 PA AGAROSE 


P. 
Maw 2.0 
Bed-1.83 «10° 
e 实验 


¢.2 一 一 计算 


0.6 D.7 Oa x 


0.8 0.4 0.5 


0,1 2 


9-11 dày BE AC ALRDIE) H wk 23 5b TE 


7.9825 R 


8.5355 26.3445R 


9-12 AE X E- TE H TE 


柱 超声 如 粘性 绕 流 的 计算 结果 。 米 流 马赫 数 Mo. —9.36. 第 一 个 
MA 0,— 10 — 8$ — TE Hb fü 0.—7 . Re—2.74x l0 / m, B 


09-1225 H Y TATE, 
HS-i p uj Y Yo iB HS 735 4H BU TE SESRIR. ATER. ER 


aod 


图 9-13 9 tC EE T9 Ty E Sa tp 


rp a Sey oy SE MH d Se Hi AY TEE ZR. 

可 以 看 出 ， 由 于 数值 求解 PNS 方程 给 出 的 精 性 流 场 解 , 模拟 
了 绕 流 流 场 中 的 烙 性 干扰 ， 世 以 给 出 的 计算 结果 在 物 形 拐 骨 村 
近 ， 与 泡 粘 绕 流 相 比 ， 其 计算 结果 与 实验 值 束 符合 。 


附录 一 雅 可 比 什 阵 aF/85、aG /30 和 3E /60 
FE HT HE IE GP. oU AlaG./au Ht (9-1-9) 可 得 


oP 7 1 . 、 L — o , 
一 一 UF TU. E;— ED) 10,0 Fi Fr) TU UG:— Ga 
or arr 
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[5] dt BY zr ACA EE Al A PER oy IUE BD 
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98i | 985. -| a (A-4) 
i} apt oi 
psylHu-po/J, Wm 3r 
OF. op Ei p OF: 8G OR 
( an j — TH. au + ly an 十 he au CA 5) 
8s QE; ar, ài 
Se) 一 上 一 一 一 ——— +f, —— — 


"EHI HEE MESEBJ/SU AY A RAR (9-3-11) 中 给 出 的 
8E’ /6U Fill, ABRMo=1, oF,/0U H»l35G;/9U 的 表达 式 与 式 
(9-3-12) 和 和 和 (9-3-13) 中 给 出 的 相同 。 
粘性 部 分 ， 


PE) EE ) 
op | Gr J 


ü Ü ü ü (0 ) 
n | Feu; la, la, id, | 
一 了 了 Ra | Cf, ia, ins tad, 0 
OD daa, la, ha o | 
(Os Ce Gos toe ba, ) 
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e Ju rur 
d. m7 . » = 2] 
= 站 P cate |} 
Se (Cy — y 2p ， 
lu ib nent, L=ni+ pape 
a 4 a _ 
l,n)i-uL-- li j,—7,5,/ 3 
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eR), eim) Jat 
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s C Soda: mb. mb, mb, 0 
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Bu Re; | 3 
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Gets: 【os Celsa (Godng tb, 
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4 ez 
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yg = Cit ey +e 
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FH, =¢€.0,/ a + m: 一 Šef j 


"3 
Mg m6. By P= — (5i 6s + Ga) 


P, 
(Bede: = — CRO, + mb, mu.) 
(9,25; 一 — Crm, + m,b, +m,b,) 
(8.3.17 n $55, 十 171,05 + tls] 
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(9.25; = — (M bs +H m5. + mQ5,) — 2 [m. ME) 


J J 
vm), em), omo] 


(9.50 (m, — mb, H- mb, + m8, 
(go Js, = mb, + Cm, — m, 25, F Mas 
(gg. 3,4, =O, + 7,0, + (m, — m, 25, 
根据 式 (9-4-1) Poe 的 表达 式 、 可 知 


E 1 一 "—-— t 
GE ZEE TE. ) | 


aU ôU 

或 写 为 
aE _ OE! ep eG" -7 
em Tt ad tS ag tr a CAT?) 


RED) itap aE "aU py dex gh (9-38-11) 中 给 出 的 aE /3U 
AG [ril . 


0 Q 1 0 0 ! 
uu — Ha 过 Hu i 0 
2E L 31 32 fi, Th ft (A-8) 
-— tp IH un U Ü 
FR, Ft, fia f$. pu 


这 里 
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u= ol 1 一 1 Ju, f= arr jy ) 
a PE, , 
ne[^ + ¢ P = Geste! 2 


f-——0y-—1 uc 


rae THE, 六 一 二 
Je 6 一 一 六 Ct? tg? 4 ce?) 
$40 — (y — 1 yow 
| 0 0 0 1 0 
1 | — ur JT 0 | 0 
óc" |, 
"ap 一 ”一 了 他 ZU D 0 (A-9) 
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Og 9h og Yw 
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g;—[— ^e HCY 1008-9 weh fun 
d= Xm, giS’ Y o] ww 
OE Yl 


— L. 2 a z 
D z (u^ -+ ut- H Buy) 


也 这 二 激流 装配 方法 


设 汶 被 与 物 面 之 间 在 物 面 法 向 的 距离 为 激 波 脱 体 有 中高 ， 则 在 
i} tse. EFA PR f+ 1 HEAR A Be aT F 
nw 确定 

get (32) E ( A-10) 


es 
BR EYE S OF Ted S 3 
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$E Ua C At (AB AAA C A-11) 


A =F iy et, + ed, 83,) — (ei,ul 4 ed. 3 do 23,0 
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e= (n: iO; — (n: j 2X 
以 上 所 有 参数 的 定 六 与 正文 息 相 同 。 HF s 为 来 流速 度 在 激 波 法 
te} go dex. 
Bei Do BUR XE EA. WA ENEY gaze 5 eX 9-4-3), 
并 采用 n rg 4 uu 3m I AAA h. AS E IB EE RAP BU 


i Uk Bir e ae sif d. 
在 定常 条 件 下 ， 激 波 上 要 求 满足 以 下 激 波 前 后 关系 式 
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形式 


(LA ?1 2. 03 |. 
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wenn (1-1 ras ante. 
1 

u =u. È l Tp. jms 


方程 式 中 的 .wn 为 来 流连 度 在 油 波 外 法 向 入 上 的 投影 ， 盎 
F an = CBN, + Oty + wats) (AW-17) 
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Bre ”二 维 分 离 流动 的 数值 模拟 


分 房 流 禹 涡 运 动 是 流体 力学 中 的 基本 物理 现象 ， 也 是 流体 力 
学 家 们 极为 感 兴趣 的 问题 。 过 去 人 们 主要 通过 理论 分 析 和 实验 来 
研究 这 类 问题 ， 但 过 到 很 大 困难 。 贿 着 计算 技术 的 发 展 和 巨型 机 
的 出 现 ， 数 值 模 氢 已 成 为 研究 这 类 辣 题 的 重要 手段 ， 虽 得 到 下 速 
的 发 展 。 

本 章 将 利用 本 溃 在 第 一 部 分 中 所 介绍 的 计算 方法 ， 求 解 可 压 
缩 N-S 方 程 . 数值 模拟 各 种 汪 维 分 离 流 动 问题 。 这 些 问 题 有 二 
AEE SMR To, ERA Bia ai fa BA HES ht HA 
5 oi I et pos p Se hii rp AE RT eR E R S RR ER] EL. OB 
过 这 些 算 例 较 为 详细 地 介绍 计算 方法 、 坐 标 变换 、 边 界 条 和 件 的 处 
理 以 及 计算 结果 的 分 析 等 。 由 此 可 以 了 解 到 基山 方法 的 县 本 应 用 
和 采用 这 些 方法 数值 模拟 和 搓 际 问题 的 能 力 。 


HW 基本 方程 
本 章 所 选用 基本 出 发 方程 是 笛 卡 尔 直角 艇 标 系 《fxX， 了 ) 


内 的 二 维 可 压 纺 RN-S 方 程 。 对 于 不 诈 外 力 的 完全 气体 , 经 无 量化 
Ja B3 E nf HH N- SA Pe BS hy BB A 


au 29] OF, _ ~ 一 ]- 
al ^ ax 十 ay E (10- 1-1) 
RE U., f. fJ. FRENDE, HRA A 
| p | pu 
g= 2 |, ? 一 pu' p 
| pU emu 
E u(E+t P) 
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pv F, 
u Pu 一 P, 
i= * = 
po*-- p F, 
vi(E P) P, 
天 一 站 
ð a 
Be a Out ay Cis; 
a a 
F= ax Sey an 
Pm x ŒO FUO) 十 By Ea HVO) 


ae T . 8 3T ) 


— ——— + —— EK - 

Rep, ax ax ay ay 
E-e(C.T &* 5"), Cay, (Y —1)Maz 
D —poT'/rM az, (10-1-2 > 
其 中 cp 为首 性 应力 张 量 ， 其 表达 式 为 

c =i (i du ^ — 4 aU ) 

©! Re 3 ax 3 av 

ag =f f 99 , Ou 

Wap Oa iz ax t By ) 

Lo 48 (4 a 2 oa 
d lm al 3 av 3 ax ) 


JR EP BU eee BELEN. 其 定 尺 与 上 一 章 中 i9-1-1) 
方程 组 的 套数 相同 。 业 性 系数 4， 症 屋 流 的 情 沈 下 和 白 玄 泽 苦 特 公 
$ (9-1-5) SHA, HR (10-1-2) 为 无 量 纲 形式 的 状态 方程 。 


第 二 节 ”激流 与 边界 层 相 互 干扰 的 数值 模拟 


激 波 边界 屋 干扰 询 物 理 现 象 在 很 多 气体 流动 中 是 确定 整 
流 场 特性 起 主导 作用 的 更 象 . 所 以 长 期 以 来 ， 一 直 是 气体 力 : - 
Si CR PRR A. TERY 10-1 rpipiH I Ae RI A S 干扰 


392 


图 10-I 微波 与 边界 屋 相 互 干扰 问题 的 示意 图 
问题 的 示意 图 。 

这 是 -个 很 典型 的 粘性 流 与 无 狐 流 相互 干扰 问题 的 例子 。 在 
壁面 附近 ， 痢 性 流 占 主导 地 位 ， 在 其 上 方 ; 无 炳 流动 鼎 袜 导 地 位 。 
当 和 入射 激 波 的 强度 足够 大 时 (或 入 射 汶 波 的 波 前 与 波 后 的 压力 比 
足够 大 时 )， 由 于 激 波 与 边界 记 之 间 的 相互 干扰 ， 使 得 近 BE Wu 
流入 哮 点 人 形 成 边界 屋 分 离 ， 从 而 形成 揽 染 的 波 系 流 场 。 这 类 问 
是 车 利用 边界 层 方 穆 和 外 流 无 粘 流 方程 进行 求解 ， 由 将 过 到 很 大 
困难 。 这 是 一 个 利用 Mr-S PERRERA ERARA AT t 的 
Ay FRE EE BY i Py BS 

PLB (MacCormack) 于 1975 4p 首先 利用 显 式 时 间 分 
AFR N-S HH, ， 数 值 模 拟 了 激 波 与 边界 层 干 抗 门 
a. AT RARER. OTRAS RA, (ERE 
带 来 的 对 时 间 步 长 的 限制 术 严 ， 尚 【Shang) 在 文献 -3 中 改进 
了 老 科 马克 提出 的 算法 ， 在 近 物 面 的 细 网 格 区 内 ， 局 部 采用 了 隐 
式 算 法 ， 从 而 使 计算 工作 量 大 为 减少 。 后 来 麦 科 马 现在 交 献 21 
中 ，、 把 他 的 显 式 方法 做 了 进一步 改进 ;在 粗 网 格 区 仍 采 用 原 方 法 ， 
而 在 细 网 格 区 将 微分 方程 分 列 成 两 个 部 分 ， 其 一 为 对 流 项 ， 到 一 
为 扩散 项 。 对 于 对 流 项 采用 特征 线 法 ， 于 于 扩散 项 采用 殉 朋 充 一 
尼 科 尔 森 {Crank 一 Nicoiseon 方法 ， 于 1981 FBR mA H AT 
建立 的 隐 式 玫 科 马克 格式 计算 了 同样 的 汕 流 与 边界 层 相 互 干 抗 坷 
题 。 本 文 作 者 在 文献 5 上 5 、63 中 ， 利 用 算 子 附加 必 正 的 方法 和 和 近 
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HERH AR ET SE Y 3X— 18038. RPh. Bj ARE A PU a 
式 考 科 马 克 格 式 的 一 种 简化 形式 。 


一 ,坐标 变换 


上 上面 所 提出 的 激 波 与 边界 层 相 互 干 扰 流 场 中 ， 靠 近 壁 面 有 一 
TREE. CSUN TI BB mete. AT E 
确 模 专 其 干 拓 特性， 要求 数值 解 满足 一 定 的 精度 ， 为 此 在 这 一 薄 
层 上 内需 有 一 定 的 网 格 点 数 。 为 达到 此 目的 ， 阳 总 的 计算 网 格 点 村 
求 不 能 过 多 {否则 将 大 大 增加 计算 量 })， 则 在 3 方向 上 ‘壁面 的 
法 向 ) 进行 坐标 变换 。 所 洒 用 的 华 标 恋 换 与 第 八 章 中 式 (8-1-7) 
Al (8-1-8) 中 给 出 的 坐标 变换 类 人 已。 设计 算 区 域 》 方 呵 的 高 HE 
AH, £200, HIPS> REP RR. CO, CE RE RE 
5k. FEIN RRR AY FERSIERD. Côn AIA AES 
MRR, Elb Rk ARSAN. FER PRR SIs, 02 的 


[X 5 Pa X AE pg dne 
B PRAE BR. 
pom | 
f = X (10—2-1) 
)-n(y) 
AC# —H94-1 óÓ y xD 
L2 Tby)- C S&S ¥ SA, (10-2-2) 
| iy (= xL. 


设 在 计算 平面 内 (Ap EA bk 系 (T, Š, 9 ) "P (0, das Ole 
1) WPA (0. db. de HO. We Ry 


E CH#—-1)+H as FS 1 
1 . 
3 = i:i —tiĦ - C) (10—2-3) 
re ? — log Am 7 SC. 
| nf] Q x 7 <4, 
Exe 4. 8. C. DH BRASH (5-1-7) PMA 5 
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为 加 密 参 数 。 
TE E AA ep OE EA RAR 
ô ., 90 390 _ 8 4 4.8 
ëa är? 8x gë?’ By =N -gs 
其 中 
| A 3, 71 
_ Be & Am uA 
N =n, = 1 +by dots: Fad, ( 1072-4) 
D 0 x 7 <3, 
多 党 标 蛮 换 后 的 方程 组 (10-1-1) 有 以 下 形式 
ou , ay7， oF, _ 
e aE -+N ay ^F (10-2~§) 


APB OU. fi. f A 所 的 表达 式 与 式 【10-1-I) FR p. 只 
EF REBRA 


F 一 
Fm u y OM 
P= E + Zaz 
en [eaten Wp, « 


fili tk p AK co 的 表达 式 为 


00H jọ au 
712 We ( a£ EN ) 


H az á 2 24.) 
ay 3 es 


2 Re 


=] 10-2 Fa Fa epp AR ES. 


cum fe (in 


H]10-2 $ EH SÉ Bm AA os d 


—. MAAR A BE 


aS BEST Se PAP Pei T A Sa A RR 
fX. BAAT IEA. AIR AA RR RR. 在 
JE Fax BS BY BER PR AY EN- S 方程 (10-1-50 上 时， 粘性 
TH ABR AG ES eB By mAAR TRB ER. FEH Hh 
xx PR 5 RE BY X BL. 

(一) 近似 因 式 分 解 方 法 

关于 和 近 氢 因 式 分 解法 在 第 七 章 中 已 给 田 ， 这 里 不 再 重复 ， 仅 
jio EE. BAT RBA PE MHS £O OE SEPT BEER l, 
在 显 式 格式 的 基础 上 上 ， 上 方向 和 了 方向 都 好 了 附加 修正 项 -对 附 
胃 修 正 后 的 葡 分 格式 表 采 用 和 近 亿 因 去 分 解法 。 这 样 ， 通 近 王 方程 
#1 (10-2-5) Büa:4y QE 


8 — "i cit . 
UG MN Bing a "He ang sf; 


(I0-2-6) 
(1 + 8 Aii re Aha: as-) 


; t - | 
. (7 E NGA Aic X i +E EON ids Aic Ag 


or ef Ty ClU~2-7) 
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UT =u. +AU RA (10—2-8) 
m rH 

ig. "n S. Sgi-1.F 

Årg = Giai isg 


本 好 一 — —(Óig..; 十 igo) 


完全 类 似 ， 可 以 写 出 7 方向 的 差分 算 子 OL dp Ot WEH, E 
分 逼近 式 中 的 4*= 有 以 下 形式 
A= Atto; Í (10-2-9) 


[vh — d (1072-10) 


9,7 max} 0. Y pp Redi Ai 
j=t. 2 
Lax = fF, AM, = 47 N 
了 为 毕 标 变换 中 的 系数 ， 由 式 【10-2-4) 确定 。 在 式 C10-2-9) 
中 AT CATR A, pA AR. BEA 


AT=SPAIS, A, = ERE? 
At 为 对 应 于 IA A) MAREA., mg Ae AL) 是 雅 可 比 
&nEE A: ME IEE (131. 20. Bp 
HMM. DEI 
LINGE TERIS c 
H,— H. fHü,- U 
Ar HIE REI, Ax Ch EPP iB. 
若 对 第 阵 A. 采用 第 四 竟 中 第 二 节 的 第 【231) 种 分 GM go 
(10-2-9) RIVE ZA 
{A} =S7 ATS: (19-2-11) 
ATSA? koi 
rui Teese, ATR. c, Bp SDAGEÉOS FEE X 
AH He PERS S xc TE RU TRIS 


Za FFE (10-2-7) AOR AR EL IBLE FR REDS oe 


ERE B. p CADI «Jes 7 COL gg, 

十 fd oe CAD fuU MESES (10-32-12) 
[ r- E (ADi | sr agg Ce) 

— £ ! pt (Pag, (10-2-13) 


+ f 


! -— H 二 o3 " i. 
(1-8. en Adian = 4g 007 
dX a"). 

m UN AJ SU j 4 | — (73 (10—2— 14; 


Ë 
2 
EE L. A (NAY Jo U,:—U 
2 NI 2243437 FU d.n f 


— 


4.8 SN ADS vie, Gel 77) = Ga (10-2-15) 


PHBA PHR ARAB IRM. HFA (10-2-12), wR: 
芍 增 长 方向 进行 求解 ， 风 有 


l -1 
DUM « $ LSD., E 十 -Ë “SY SG 


(10-2-18) 
在 式 (10-2-18) rB, SERE S: A S, 的 元 素 是 已 知 国 数 《参见 第 
DUA), ASAE OA, MRA SED, m G 
SEAMS AAR n T psyssyfÉdostxn. HOT i 增长 方向 
Rm, MAB! = AHR ws it se. GU c. ACR SI 
EO. XpX4RXXR (10-216) 的 求解 可 写 为 以 下 求解 序列 


REEE 


G'—S0; (10-2- 17) 
mAr Bü Ai VY! “= s i 
G f; -+ 2 AE Ai] G (10-2—18) 
n+l 
ÂU ; —S gt (10-2-19) 
TE fal FE BY ST BE BT DISK HI 


AU. k—2, 3, 4 
(=) 筛子 附加 收 正 方法 
在 利用 近 售 因 式 分 解 方 活 时 ， 促 对 粘性 项 采用 了 算 子 附 期 修 
下 的 方法 ， 以 改善 对 稳定 条 和 件 的 上限 戎 。 志 可 以 利用 这 种 方法 来 吃 
善 其 些 显 式 差分 格式 的 稳定 性 。 现 以 模型 方程 为 例 ， 讨 论 采 采访 
方法 改善 旺 式 麦 科 马 克 格 式 的 稳定 性 问题 。 Kea te wg m Uy 
FEA 


(10-2-20) 
M co» 04i v-—0Hj. SEL r2: 218 I xx 


Ti H 
Sai = — ec auo A 7 diu) (10-2-21) 


XX (10-2-210 中 右 端 的 最 后 一 项 是 对 普通 单 边 差分 格 的 修正 项 ， 
经 分 析 可 知 ， 如果 到 
i AK 
TENIS 

Wi (10-2-21) 格式 是 稳定 的 。 当 e 之 90 基 v= 0 时 ， 可 取 以 下 
22 o> XA MT xA 

ett 
AM 


+ gpt eft + "ui -Ü 
dt A jx Oro } (10-2-22) 


ER VA = 一 ”~ E 


对 于 扩散 方程 Ce — 0HJ), 可 采用 的 善 分 还 近 式 为 
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n f n Afi " . 
eu p T dun + A SAIL ub 10-223) 


To; 


Sart v D ét] 4 alant) — (10-9720 


Pe Em TE BRI. X PS Be > RE XC nati gi pA. 
则 是 稳定 的 
1 (2" _ dx 
2 fm edt 

SAE ALR, RPT ET eel Bees, uk 
隐 式 案 科 马克 格式 。 其 形式 如 下 。 


A => 


sia canne» Ey aie 
" — edt +, ) "n*l.. " 人 
P: (1 A Ja 9 uut = u^ (10-2-55)5 


| 
t mE ur nii 
Nu = Hu; -F Ao 


(10-2-25) SEM TREE WE LEMP, BOB DNO RU Pe 


wis 一 T có. ib ov atu "inn 
C: (1 + A AR : Jour = dui (10-2-26) 
arm lo (wp at? Suz") 
E BAGH BEL BR SA 
A > maxl C AT. 4. ol 


hat Se SRA TRE Ree. HR LE DE 
we. 

合照 对 标量 方程 (10-2-200 ASAE 4 iR xr 3X OC 10-2-25) 和 
[10-2-26)， 可 构造 通 近 于 微分 方程 组 (10-2-5) 的 差分 方程 为 
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i 
E SML. PE — 


FEE a LN EG 
ofr At At la : 
P, (1 Ge GA \(1- -EN dAn - Jatt Fae, 
Lan 
Er : 


fee = Ul pep 十 à 7 


(10-2-27) 
#2 57 Ty FE (10-2-27) Ay APL EER AB. 校正 步 的 差分 
方程 为 


"E HERH 
C. j ( i+ 6 eu. e 十 AN -33|_Ael - un 


| = uU 
| U;ni—-. 3 ihe te +O 
(10-2—28) 
这 里 
LA: —SS)D.S, LA. = S?' DSa 
Xf BER D 沪 
ACAD 0 g 
D, = ü As CIA iJ 0 0 
| Ü 0 Tal Ail 心 
0 0 ACAD 
f=1, 2 
_ f 2v 1. AŠ 
"S VOL. maxilmu]|- "Mua 9 2 
~ í 2» 1L) LE 
As CA) Smax le + elt I E 


Apos Ay) = max | u |+ PAN 2 i 


101 


op N 1 zo) 


4A maxi v + ef+ "PE US 
4 # Ye | 
3 A ” pA? 
StF R44 10-2-27) 和 (10-2-28) 可 采用 类 似 于 上 而 所 介 
组 的 近似 因 式 分 解 方法 作成 求解 序 殉 进行 求 解 ， 在 文献 5 了] 中 
指出 Fl Aha AR ee. UA At AS AER, HR Ee Og 
SRR, bab, SO AL MGP ORR ea. SEA eT 
me He ERT, PE R I RR CE Pa eee. Hox 
Ta APR: POS TE PE dB) Ae EE. 

在 交 献 上 5 P, RA T TE Ay ap d BUB BE EJE XK SE nr Bs 5 
ZN- SJpFÉC10-2-50. faih T ad A PE i Se 
Bahk. REDE GEJE GA OX 


| 
P = Pax” 


- - u f. 2 +P 1 AE 
ACA ACA 0i ul + 6 oI on 

B E o ain aN — 1 An} 
ICA =A A= | e's e ay 2 At} 


v =YH/ P, Re, t« =1., 2. 3, A 
xxcRhq S T. RLA RI in] 15 
AH =F CADI 1—1. 2 
采用 这 种 方 沪 ， 在 差分 方程 “10-?-27) Al (10-2-28) 的 求解 过 
fe PR RR eR. MR AA Mh. 


=. AA Rat HE 


xx HUE EL fp ERST E IBLBI X EG A 
(—) BABA (SRE 10-2 ， 
xc Muy. BIE RA ADGA RESH. TF 
LBS AOE IB 
u(1. j)-—13,. vei. fis 
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Bai, jxpw x. YOM Se. f= 1 AIA RK b 
RA TI a. 
Lxi5€. BITRE RAR, J HIN Ab, 
TEX BGK ar. Reif. BU 
u(i, JNI=1i, ve fi, FINQD=0 
PLi, INJ=1, TCi, JNY=1 
在 入 前 激 溉 的 后 方 ， 由 激流 关系 式 {参见 第 刻章 中 附录 二 式 
(A-1622 28 1H. Bp 
fog, INjJ=f, Foe, uy v. T 
Pups: TSE RRR OR. o =iN 处 。 利 用 — ETT 
ERIE ii (E AS RT HEART: 


. 1 
g QN, id= gO AG yt T Urs) 


Os PP, Hu, vy, T 
Pil: RR Pa. = 一 1 处 .在 平板 前 缘 之 前 ， 
F Hoe ERZR EF 


1 
Uii, 1 )= D, ot f, 1) El gn — Bin) 


g = 0 Hy T 
ir b. ARAI m g tr MER fr 
uii, lJ)-—ví(si, 1)=0 


(=) BARR 

KÆ HFE (10-2-122—(10-2-15) 可 以 看 由 ， 在 求解 这 
些 方 程 时 ， 必 须 给 出 OU 的 地界 值 ， 这 就 是 隐 式 边界 条 件 . 

来 辛 边 界 :， 因 显 式 边界 条 年 中 取 来 流 值 ， 故 随时 间 不 改变 。 
Fat ARERR Cf = 1 4b) 


[ 
ast 4 ) 0 


i03 


EAR: HTAR Ae ep Re US, BRS fe) 不 改 
AE PER AIH AR Hoe 7 SAN 处 有 


FRU. 与 显 式 边界 条 和 件 类 似 ， 采 用 单 边 外 插 。 这 里 采用 
一 院 精 度 的 简单 外 插 〈 困 所 需求 的 是 定 带 解 ， 这 里 的 边界 荣 钙 不 
影响 定常 解 的 精度 ?。 即 隐 式 边界 条 人 忻 在 1 IN 处 为 
1 
(ADIN, TUA ME 2 PCA. oU. E 2 ) 
IW-—d,. j 
下 边界 ， 利 用 【10-2-15) JE&4RJPPOUR OW ERÍIEYE (对 于 平板 
ARR) BROCE CARR AR ED, AA Se OBE ARE 
XXE. HWE E 7; — 1 ab 


n 3 
[了 二、 4 MN ues A 


Foy a 
| | ^j At) 3 pti q 
9 i l ld P 1] ety. , 


上 式 中 的 2 ARK. ROR PRO EHT OTR 
HU; 7-0), Wis katate aoe’, 从 而 可 得 


gener g p gian 
再 和 用 平板 上 的 无 滑 流 条 件 
utt mp = 0 
并 假设 
OPP = SPT = 0 
由 此 可 求 得 


Te r+1 — Turis pt Fl. Pry sot 
AA TE Ay 43 329 dm lay oye fe a Wu Ae 
(aR, OB GE OP i ej = 1 eh A Ra oh ik # 


条 性 。 
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四 .计算 结果 


所 计算 的 物理 问题 为 激 波 边界 层 干 近 所 产后 的 层 流 和 分 离 流 动 
(Su E10-1),3k Hind EROS Ma. —2.0. BEB /e-—2.98 x10", 
ARAE AS 6 0 —32.6 AAR RN x 
JAN —35x35, Hp LV 和 VN SAX fü y rm CA Be xd. 
对 于 无 第 流动 ， 反射 激 波 波 后 的 压力 与 来 流 压 为 之 比 为 1.4。 为 
了 克服 在 激 波 附近 数值 和解 中 的 跳动 现象 ， 在 每 - -时 间 层 上 对 各 物 
JE AB HEAT SRR 【或 称 后 平滑 ， 和 参见 第 六 章 )。 在 图 10-3 中 给 
ay T 47 d HR 71 o RS VILE ER IR 


图 10-3 «By ly He 712) 7 


* + o TM 
- -~ 一 e 
Ce 


0,2 - 0.5 ta 1.1 1.4 x 


图 10-4 3m AGE dn 


un? 


dfs 


图 10-4 Sr T i Pe i PRB 3) Pee. AT E OE 
E eR AR es OT HRS HASAS E A RAISE (a. 可 以 看 出 ， 讨 
f 584 SARIS A. TASER xe HBOT o AOR -H OY 
TF E. 


第 三 节 Aka ewan Ae 


分 离 流动 是 流体 运动 中 的 基本 物理 表象. 从 上 竹中 可 以 看 到 ， 
灌流 与 边界 屋 之 间 和 的 相互 干 抗 将 产生 边界 屋 的 分 离 ,。 陈 此 之 外 . ES 
it Pt Sb Ps ih, MAR. Pa A. OM S| de Sea 
fa TE 2 AR Fas P BARR PEDE Sh 5s Sb TT FCA Tt STAT BP, A ei 
界 层 分 高 。 这 些 现象 将 直接 影响 流体 运动 的 流 场 特性 。 在 各 飞行 
器 的 弘 流 中 ， 这 种 分 离 流 动 将 影响 飞行 器 的 气动 性 能 。 所 以 对 于 
二 维 分 离 流动 的 研究 不 但 在 学 术 上 是 很 有 意义 的 问题 ， 也 是 实际 
应 用 中 需要 解决 和 的 问题 。 

本 节 将 描述 数值 模拟 二 维 分 离 流 的 计算 方法 ， 并 将 讨论 霄 个 
典型 的 二 维 分 离 流 的 算 例 ， 这 就 址 巡 尾 迹 分 离 流 动 和 向 前 人 台阶 分 
Br DD. 


一 、 微 分 方程 气 坐 标 弯 换 


计算 中 所 采用 的 基本 方程 为 (190-1-1)}。 为 了 在 数值 计 算 中 
能 正确 描述 拐角 对 流 场 生性 的 影响 ， 在 两 个 坐标 方 问 上 都 进行 了 
丽 标 变换 。 经 坐标 变换 后 在 物理 平面 内 的 网 格 分 布 如 图 10-5 
所 aR. 

CTE ph re FA A as a a ( 矢 凡 
上 一 节 ) SAAR AEP. FE Ah. iO x A e A SR H g 
HAs. PIS MRRP. BREN. 在 .方向 
Ress} eR. BPH MOR A 


at Mage TN ii = B (10-3-1. 


的 10-5$ Bo tS} bas E 


xg DU. fi. Ja A P REAR GR (10-1-1) Pa A, 
REF, 的 表达 式 为 
F =Ù 


F.—A u y 07:2 
ay 


1 
E 


cr Oc 
F,— u 15 28 
M FN +N o 39 


ar 5 Cp i: oT 
F = Af 3i [ews Uo s+ -hep i MT 3t | 


~ AY — $ [ac ach Utes bM oP ic | 
粘性 应 力 张 量 os. "i" 


cuc àm Poe % ) 


Bf 4 qu a i) 
Das mel 5 Nay 7 3 3E 


SHAMAN Ou Ab RAA. ON BUde iSo Ia (10-2-4) mag 
iH). mud Rp 3A A 
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EI X xL OL OLX 
T 
M -&-l- CIT -- Nau & WX, jp- 2-3 3 
NM ar 1 -b,x 0 = 5 M 1 Clo0 Le =| 
i Nyse & OmLX 


TET AMY (XQ XQ XQ XO 对 应 于 物理 平面 内 的 Ox x. 
x. Xx). Xe WF DAE xr" kes. FED. x. AA 5)zH 
as. ECS, Xs AHIJAH ee. fil, IAA RAE F 
Fix (10-3-2) hy 6 Ax TRD EX. A, B. DO Syd 
过 式 与 式 (8-1-8) PAD 4. B. DMA. 


—. st AE WHS 3 UE 


方程 《10-3-31) 的 差分 通 近 式 t; o> WS SH (10—2-6). 
(10-2-7) 和 【10-2-8) 形式 上 完全 相同 ， 不 同 的 是 在 方程 中 出 
现 .48 的 地 方 应 以 Es MARS, TREA? 的 具体 表 达 形 式 有 所 
木 同 。 近 位 因 式 分 解 形式 的 差分 通 近 式 可 写 为 如 下 的 求解 序列 


+ 
1 =G, (10-3-3» 


m it 
[r+ them ada, | 8o 


t. f 


1 
f -E 
[7--§ AE MADu loi ** 7# EG: (0-8-4) 
B waht — oR + 一- a B 
[1— 9 Se NAD in | 6D * ; 76s (10-3-5) 
B Ltt N At nl a ELE. A 
Fi t= Bra Aalen [Gill i = Ge (10-3-6:3 


BEŽA TUB BEM oy, EHR A T BAR os 157p 
was 03 种 分 型。 ALPE AT 的 具体 表达 式 为 
At=S7 A S: (10-3-7 5 
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REA — 1, 20 为 由 特征 秆 [CAD PALA AE 阵 。 
ARCAD 的 表达 式 为 
lbas Ai), ICAN =R Ee 


Area Add = {i}, ILA D 二 此 7 一 c 


2yu zx; 
7,7 max] e, / OP, Regi Gh 


ALS AEM, Axy= ANIN 
式 C10-3-7) 中 的 S: 059 Top BS ESL EE AL = DGS DG) 
AY Ze E h EARE, HR SEGA XD Su nep 
附录 。 
且 用 上 面 所 选取 的 特殊 斌 阵 分 型 形式 ， 盖 分 方程 组 (10-3-3) 
—~(€10-3-6) 的 解 可 以 显 式 地 表达 出 来 。 
EY 


Ê st LB di 
2 JEM a= nN 


A 
Bur= >) (Sd em Kem 


m= 1 
l1, 2, 3, 4, R3, A 
这 里 X. Atma x B E.0041—1, &—4H, ¥=4,, oH 
|—1. k—3Hl. X—Gu 412, k=3 m, X—gG, 4 
|—2, h-—4AIM, X-—c. MMR Go Gos Gs GEAR 
5 7245) Fy PESH (10-72-12) — (10-72-15) PR. PAS ER 3:7 
程 中 出 现 43 HEAP Efe MAZ. FE LEMP. BORE 
£H (10-8-32—(10-3-6) 可 写 为 起 式 求解 形式 
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1 
HROU4 uL l1 ja. 
cil 1 Fai Gl 14 +a, -法 下- +p eje“ 
(S: 
Sy ) PEN 
(10-3-8) 
(Ss. 
(Si 
Ap : u 1 a cuc 
U “I eai |] Co: i a oy Biss 
OS 
CST) aes 
i 10-3-9 
( S395. 
(Sy ass 
r 5 1 uc 
m + 一 ~ 一 
ÖU 1 ab irs t — a, _ ey Pts 
(Sias | 
GO. | 
| (10-3-10; 
SD. | 
(Sous | 
| bu | 
24. 7 MN 1 " Aae CSi Dan 
ÕU = 1 tae | ' 1 xao, x c ) Pn | EFi ),,, | 
(S, dass : 


(10-3-11) 
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LE RZ AAE SOO. 和 OCS Oawl P=1, 2; b—1, 
2, 3, 4 m-—1, 2, 3, 4) 4I 8 BST RS. Hw 
X. ERRERA BASS MAS. 


=. HARRAH Rae 


EREDA mE KES RR - TRIS. CE F 
fr PG fy Ree A BE Ce. ee AE eG FP NS OK ie BE 
A. ERBE p mAT ERSS EAA Ky ah S 
现 莹 等 都 有 很 :大 影响 。 

近年 求 很 多 作者 都 曾 计 算 了 近 肛 部 的 分 座 流 动人 。 本 书 Ue 
者 也 采用 不 同 的 方法 ; 数值 求解 可 不 峭 NS 方程 给 出 了 同一 问题 
的 十 算 毕 果 后。 在 文献 [101 中 采用 差分 方程 组 (10-3-8J 一 
f10-3-11) 3A SEND E N-S At (10-3-1), 43h T RRs? 
BMPR, Be aR AIT ee. 

(一 ) 边界 条 性 处 理 

1l. gx NS 

xc PEU NR. RR RAL (S 10-2). 

PE UT Py E BY PAE TA E PR PQ, Fe fa Be T Pe Bd EZ 
PAS. 上 部 分 取 均 名 来 流 。 

物 面 条 人 忻 ， 处 理 方 法 与 激 波 附 而 层 干 抗 问题 中 所 采用 的 上 方法 
相同 

Fo. PEP RAT Bees PAA ER RAE 
WEE Sh {参见 本 章 第 一 节 中 的 处 理 )。 

下 这 界 ， 取 对 称 轴 优 于 半 网 格 点 上 ， 在 /一 1， 2 处 利用 流 
Alpe £s a eb. 

EXER. PREM PEE Rr d EE DOR ES p.638 k 3998 
Ax pH EE. ERs RA Bae. se "UH T. 
UE Au AE m ARR G TR, MA 

H= arcSin( 1 / Ma) (10-3-12) 
X; (10-3-12) PH Ma 为 基点 上 的 局 部 马赫 数 。 


4il 


e = tg CH, + ? 
c! = tg 90 — iHa d 3 


Ó —arctg[ vU / u ] 
Gif ti ASE RRA Ci. JN) ABD BIN. SEF a 


一 马赫 线 与 前 一 排 网 格 线 相交 的 交点 d 上 的 参数 BRE 10-6. 
这 里 还 假设 在 一 个 网 格 内 马赫 波 为 直线 。 


tf, fy! 


, 


5! 


Hio- bia NL YES ERES 
(1) po v/dx Bj Co, Kor 5 MAb oin 2 10-6 
"ag ce» pio, 上 边界 Ci. JUNO 相 的 流动 套数 由 5B 和 5 两 点 
外 的 流动 登 数 搬 值 给 出 ， 即 


。 - 1 -— - 
Lige ~ Lees NH UN- — LI; 4 js .À 


SX 
AN To 
= .-_____ tL 
eos pol. 
Ax "nA 


(2) po, y/oixW. bxIE CI. JN) BOOS EB 
met Ao Hb PS SINE 10-5 pay b) 图 ) 处 的 流动 参数 
J&fíéiu. Bp 


— -+ l = r 
Cs = Usep ghey bo ay SHEETS, — LU ,-1 N -1d 


"A 
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2，、 隐 式 部 分 

来 流 边 界 ， 物 面 过 界 和 和 下游 边 界 上 的 边界 条 性 处 理 方 法 与 激 
波 附 面 层 相 互 干扰 问题 中 的 灶 理 方法 相同。 在 下 边界 i 一 1，2 
处 利用 流动 的 对 称 条 件 。 上面 边 界 姓 ， 在 物 面 法 向 对 应 揭 前 半 部 
分 与 来 流亡 关上 防 处 理 方法 相同 在 上 面 边 界 的 后 半 部 分 ， 采 用 
Sp. BP 

OU ign = OU i JN- 

(=) 计算 结果 

计 竺 中 取 网 格 虚数 为 TY x IN = 5x51, Rib RT 21 
全 点 ， 侧 物 面 上 取 了 15 个 网 格 点 ， 且 取 侧 物 面 的 长 度 为 底部 高 度 
(底部 半径 ) 的 1.5 伴 。 实 陈 计算 中 计算 了 多 种 情 癌 ， 部 分 计算 中 
所 遍 的 来 流 参 数值 在 表 10-1 中 给 出 。 在 图 10~7 中 给 出 了 雪 中 第 一 

表 10-1 


i 
a 
ji 
"3 
[rr 
dim. 


D.0 0.2 0.4 0.6 p 


Hil0-7  H&-chiM B RIF 
(Re=550, Ma, - 3) 


i13 


Hig E, x 0.08, 1.5, 2.8, 4.5 RUE A fü BES my x te 
He. AAPOR a. BAAD MSA RMA FA aay 
ER. HAERES I SO ULE MUERE. Eosi D AS Ze 
HE di He FEES TS E Hs 71 3p a a 


尽 10-8 Foti rd 
(A-2535, Mua 33 
从 图 中 可 以 看 而 ， 压 力 的 最 小 什 不 在 拐点 好 , PER PE A, 
AY) Pha Pea y ocak e 8] 中 的 计算 结识 ， 本 结果 上 略 高 于 
它 。 图 16-9 欠 出 了 第 三 组 米 注 合 数 的 速度 辣 量 场 。 认 这 里 可 外 明 
地 看 到 问 流 区 的 在 在 。 


| 


Oi 


"RI 


图 [10-9 EEDA 
Clerc 105, Wn ,= 33 
TE FA P-A A 3m wg EG SE So) AE. YES MIS S 
d ETXE4ESiÍBS A. ATi. ATR PBS SL ADT. 
Att. 


4 I4 


w. BY Bh ot Uus 3t fe ES TO 


前 合 阶 分 离 流 动 是 一 维 分 离 流 又 -- 典 型 算 赋 ， 也 是 工程 中 党 
Té a ABS EE. EP GE DE +E BR a SPA E GG ok XA SN 
Pi ERMA, MET BU a Pro PII ae. Al EDDA 
Aid BI +E EN fPEDTA) By A SEA ASE Pa BY. 
ff (Chapman) MES (Kuehn) Æ 1958 年 2 E mM E mH 
ir. EARR RRT Ae STO BIRR. Jio Bj c; > IAS 
H ARAR R RTT T a. FRA SE: A i BG reS BA 3€ dE 
A, imaia kE e E Big A EEEa S EA 
£3 ATE AMA LE SK 4) RK 83 29 188 Hz fe ee H1 30%, delet m A N 
在 实验 方 而 作 了 很 多 工作 。 

在 数值 模拟 方面 ， 首 先是 通过 不 可 压 N-5 方程 的 数值 解 * 
研究 前 台阶 分 离 流 动 。 文 献 [13, 147 PB eb (AR ey ag N 
FERRA E., WATARA AM mh OE, iF, user 
SE RR AR P aH EARS. XX EBOEETIT IEEE Sc LAO HP IEEE AS AR 

B TIER x15 CFE. RGGI idmfu ese 
ETHE OE BRA EO BAY TA Wr zh R FE, TE 
x FY BSA AEH IT T eae, FEx pb. WA 10-10 
Bias, ECO. so PEFR BUA) Mt, (X x. ERE B $E. i5. 
x ISAs. MAEM x =<. 29585. FARR C315 PR tf 
Ait BRA eX (20 UBER. BREL X — 0 Zu. AR 2 | 
vr p em Jae a He Ee (32 中 的 网 格 。 这 样 在 x 方向 E. 
在 办 篆 、 合 阶 、 前 物 面 及 和 点 附近 都 是 较 密 的 均 习 风格， 而 其 地 
[X bk mI EE EHL ies HA o 

Tt v JymjmuEdio-11BpzR, ECO, op BAL OS fe GX 
HW SRP BRAT. woe 1, EA a i wh We ox 
SEO. Cy, YOERHD wee. Uva » RPI RR. (E H XE 
2 FAT Erg. E a BOX Gn TT PTA FOR HE TS EUR E. SR pe 
jag 4) Br de JA 3X, Ia ifc FE d as Fd. 
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PY1O-10 x Ay [ay AB fay dB 


£ AA PR AB RET BS eR Sp ine 10-130 A b RE RR ee 
Fi FER y0(10-3-15, TAP CRA WS A $E£87900(10-3-8) — (10— 
3-11;。 边 界 杀 件 处 BB » Ly 
14 Xr Rid zrERPt'P BA 
IRA TEA. MRH 
mint. CER AL pit iy —— 
EARE ER x BE dE - a 一 一 


Wr. Pf AUER SPR -32 — 0 -一 1 
FPR GY AR RUTH. A Fe Bjtü-1r y Fy asta ER 


Dini ae a; Neg Arx PDT. TE bib Eh ROR ES EB 


*jio-12 Sy RP NUI Eno 


ono x 263 5t ni er GT oP ae YS ODE VT 33 Su RON TT Ie) ER RH 
ib. WAMA RJ] RACTISO. 几何 用 Jno- Nam HX & bj 
mika 1, BEITA RAL, £L/Bb—37.7. 

LEE R DA EL Be SEDEM. Hx db $$ p RS Sa. 
S.-—3005. D-—10Rh. BRAS, ASHI RRR BE, S. AA pip 
GERE. DAL RHE PER AE et Ava = 2.3, 
Re=7 220) id sts 5L. S98 Hz2712) dg WIL 5 Bruni 10-14 所 示 ， 
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FA1O-13 SR E EEAB5JLÍ] FT 


“24.0 -16.0 ^ -8.0 


le] 10-14 WB UAE i 

Cau = 2.3. Re= 7220) 
这 与 实验 值 附 和 台 甚 好。 GER 1LO-14P RRR, =e 
ETARE. EFE ER TR he ee. 加 点 表示 实验 
给 出 的 分 离 点 /从 计算 绩 时 可 以 看 上 出， 分 离 点 处 的 夏 力 值 E 
HS B zh Db RR BY B Z3 f Euibo 7b, Tip BS DE AY Par Hs 7 fL C o> 88 BU 
的 压力 值 要 高 出 30%， 计 算 所 得 的 分 离 点 世 置 与 实验 结 果 很 接 
Ui, FEV 10-15 28 T le] —- Se aR FP at By AE RE e BF) Ap 


40-15 ARR A AR 


£17 


Bi10-16dz5 Hi T Mas=2. 3H, A [nl E i (Pe —7220, 720. 
72) SRR Ei HEY. BPA S1. 2. so DA Re 一 
7220. 720, 72 See, MEPE MEH TERTIUS Xx 
Ti A. Ree Re HIS. SRR RRR, m 分 
FS UE Iu HUP RB ah, GROCER Lp eee ve R p] 
fe FH 10-17 ohh Bisse Re 7208l, RPA ge CV Ga = 
0.2, 0.8 2.3) 时 的 物 面 压力 分 布 。 由 此 给 出 了 和 计 统 性 对 B fr 
阶 分 离 流 动 的 影响 。 


图 10-16 PAI oe te RO 
(i-—H7e—7220, 2—He-«T20, 5-—He- 72) 


—24.0  -16.D  -8.9 0.0 5.0 8.0 16.0 
XM 


10-17 A< Id M au t TS rg Hs 773 4 a 
tes 750. 1 — M ga =~ 0.2, 2 ida, = 6.8, 3—Mnun.,-22.35 


ECS aH, UMA MSR RRA. MEAR W o5 E 
Mas 的 增加 ,流动 分 离 区 内 的 物 面 压力 变化 趟 来 越 大 ， 分 离 渴 的 
尺 症 也 随 之 增 大 。 人 台阶 后 的 物 而 压力， 在 超声 速 流动 中 ， 随 营 尺 
nea >. MRK PRE ia. mite Ma.= 0.8 时 ,省 
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阶 后 的 物 面 压力 产生 过 渡 膨 胀 ， 然 后 随 着 * Mb D tm. Jf 
逐渐 恢复 到 来 流 值 。 


第 四 节 ，” 非 定常 分 离 消 的 数值 模拟 


村 节 将 条 用 第 王 节 中 介绍 的 计算 方法 ， 求 解 一 维 可 压缩 所 - 
S 方程 组 【10-3-1)， 数 值 模拟 分 离 油 的 非 定常 发 展 过 程 。 导 在 
50 年 代 已 有 很 多 作者 通过 不 可 压 N-S 方 程 【《 主 要 基 油 运动 一 
流 画 数 方程 ) BERR B A SS AE] a, > A SE E He 
过 程 . 在 60 年 代 初 ， 绅 罗 姆 (Fromm) sR RR OT FE N-S A 
程 ， 答 出 了 和 化 长 方 体 的 非 对 称 注 流 动 印 像 ， 其 结果 与 实验 值 正常 
TERT. RAR] Hae N - S 产程 的 数值 解 来 黎 氢 分 离 涡 的 非 定 常 发 
谍 过 得 ， 上 日 前 在 国内 外 还 刚 开 嫩 。 

FERS ARPT +e. ARAB KTP eo, Sint 
BRR STS. Tea COR ARAU AT eae. TORRES: BIG 
AR, “AAS AR Pee AAR EIA, Bt aye 
TREMIRA. BURA WTS BP SCAR st EE i ht ay RH 
平衡 。 ROM Apia A ACT ae AR Sieg. Be 2S op SOE ER 
x SS. JERR RA, DRA RES. CER ae 
ia Ae ee BY, qx b up ne ae AS ar E 


—. KAHH RAR 


Vg EA 3i al 5E AY i [110-18 Bp AN. 

一 均匀 来 流 自 左 娆 过 一 长 方 柱 伍 疝 而 流动 。 在 雷 庄 数 很 任 
的 清 沉 下 CARN it aR BRE oh), STRATE AAR Re, THE A Ay 以 
BARH bima PRTI RARE. RR A. C 
RT RPE TD RS) AA. MA E ha RS. iX— 
对 称 的 分离 油 的 尺 秆 将 不 断 扩 大 。 妆 备 诺 数 增 加 到 一 定 值 “有 即 寺 
界 需 话 狼 时， 流体 的 运动 将 处 于 不 稳定 状态 。 由 于 某 种 拢 动 的 
Men) Chu A A He OR EG HE ASE ARES Ob RSE XI PR RU ak DE 
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图 10-18 FEZ a ka 


机 的 于 指名 及 数值 计算 过 程 中 的 数值 扰动 等 ) 使 流动 失去 OE. 
对 称 流 动 受 划 破 坏 。 些 时 其 中 一 侦 的 泣 拉 申 、 后 移 ， 最 后 流 疝 下 
WU. IFA Eik SA BOE. 5d mg da i 
MA eid, Laisa SURG SBE] CRarman) is or 4. 
PA-T d Jer RMA ADT AY EO Pe EA 98 BEBE XC 
aas. 4 s cRiEGm F EA e SA R, Ju 
xj9g pen OR ee AE. SP ib Ae Lak CD PETIGE 来 Nb. 
ME AE dA GES AE + OUR SEW. MOOR wi ake. Hé 
Uit DX AS I oy eS ii TF . 

Xx FAB ee eR C173 RA O HT E N-S A FE (10-3-1,. 
MARIE RA a iT ER. PET ER EE a E Ao 
iRise, BK: = 1, Eee Wie lh oy 0.6, WAKE 长 
E APEERE H 110%. SEA eis RE 2.2460. BET A 
ASE 2.7 FRA oh. A T BEE S fj ie t m PET A PX dfi 
动 特性 ， 在 丁 个 坐标 方向 上 都 进行 了 举 标 王 热 。 在 < 方 问 上 的 元 
标 变 换 是 这 样 进 行 的 ， 以 物 居 后 表 曾 为 基 浊 ， 癌 在 和 多 是 纲 的 均 23 
mt, FIM ERIKA, RANI RRP RA 
A E RE eA. RE Bp Pe EIL Ac 323 8 
$3. BRAS EE ARRE. sd Lae ete he i 
SWOT dla. [i4 ES p O-PS PR XA De Bo i BF Se 8 
MHA. AB BnEBABSUAREDGEXAGN. ERAR N-S HE MUER 
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对 应 的 其 分 通 近 方程 在 形式 上 都 与 上 一 和 中 的 相同 ， 这 里 不 再 重 
xk. EAM PR SAIN xJN—91x85, x BIN, 
JN 分 别 为 YY、Y 方 疝 上 的 网 格 点 数 。 在 图 10-19 中 给 出 了 计算 
中 夺取 的 贺 格 分 布 。 


一 一 - ， 


BIETET: 


Bis 


图 190-19 $ BAS mr n3 Eds oP t 


Xi ARTT. FARR AO PIR DH HA 
SLAP: TENY ba RERUN eA Se, 在 
TZ ERR So ie i He FF FU Se]. ! 一 0 时 刻 的 初始 条 件 ， dm 
MEHER E. ACR PAR TY Ap ae et. TP AR 
Sea PRK. APS 1O-is Bras: EAn ~ SAE B 外 
Brit E p a Ai, Be = 1, v=o. 7= 1, p= 
1; FEAR RAI = 0.5, AeA. 

JER 10-2028 js] i0-24r£vYih py Ave. = 0.3, Res 2 xiv 


maT EEL p] 
oe am EE 
| 
mE "ES 
tnn IRE | | 

i l 


一 


i m — 


[10-20 + = LISS M E XE DIES m 


JE FE SET Dii 85 EHE ue AB RATE R dps ode. Ed CP DL A. 
B. WHATS. UTA o Dg) ham. 在 图 10—20 
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中 给 出 了 + 二 118 时 的 全 流 场 速度 向 量 的 计算 半 果 。 

为 了 中 清 林 邮 看 色 流 场 中 的 细节 ， 在 图 10-21 至 图 10-24 中 纵 
出 了 了 不合 时 刻 的 局 部 流 场 计算 结果 。 在 周 10-21 中 给 出 了 t+ 二 46 
时 物体 摧 方 租 近 底部 的 局 部 流 场 。 这 里 可 以 看 到 ， 和 物体 的 上 下 下 
面 附近 各 形成 :分离 裔 ， 体 后 形 咸 -对 对 称 浊 ， 整 个 广场 的 流动 
是 对 称 的 ， 分 离 点 位 于 上 下 表面 《 柱 截 再 的 侧面 )， 这 与 实验 中 
所 小 查 到 的 旦 一 致 的 . 
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第 十 一 章 ” 三维 粘 性 绕 流 问题 的 数值 模拟 


= OR HE SEU Ut Be SEA PE SE it ee A, AT 
Z. TA Pikes yA eS See Sa az Bl, — R14 A 
T — 28 it ah By (ER LE AS — ne — PEDE K pa 
的 流动 多 为 三 维 流 动 。 三 维 精 件 绕 流 流 场 的 求解 是 确定 各 种 飞行 
咽 气 动 特性 所 需 解 决 的 问题 ， 所 以 对 三 维 业 性 绕 流 的 数值 模拟 研 
究 不 但 有 重要 的 学 术 意 义 ， 且 有 重要 应 用 价值 。 

本 章 将 描述 三 维 粘 性 纪 流 问题 的 数 靖 模拟 方法 ， 给 型 高 超声 
xk PEPE A AS DULCE TSR. fail KELA BL 
BORN PE S8 ot A Ae it 3 FER 55 3R. A ROR Wi — A EE ah B3 
计算 结果 。 


SB— T ”曲线 坐标 系 下 的 基本 方程 及 坐标 变换 


一 、 基 本 方程 
HE FA IE ey ZARB AR (T, x2 x. XQ). X= 0 [A] SA fr HR TRE RE 
BAK Bl TRE BR AP Tie $5 T A REB E PEDE. TERI 1-1 iah T Dx 5G 
系 的 示意 图 。 在 具体 计算 中 坐标 曲面 %; = 二 0 是 由 四 个 部 分 组 mu. 


图 11-] ABR mR 
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zB oR} ERR: 第 二 部 分 为 与 第 一 部 分 的 球面 相 切 的 锥 面 ， 第 
三 部 分 是 与 第 二 部 分 锥 面相 切 的 环 面 组 成 ， 最 后 -- 部 分 是 住 面 ， 
它 与 前 面 的 环 面 科 切 (参见 第 八 章 第 -- 节 中 的 坐标 系 )。 
ieee, SP se ae A i ER SLE oP AR EE. 
ZREN- S AFR Ba np IB AT 73 A 
aü OF, , 8f. , 8f. _ OF, + OF, 4 OFs 十 万 十 D. 


OT GX, X. aX, ax. gx. OX. 
(11-1-1) 
i p | ( Pa | 
| Pu | Du- p | 
SRH | pv |, P= Rk Pyu | 
Pu | Paz | 
| E! tu (E+ D)! 
| Dg ` Pw 
PURU | DHEU 
j= H Qu^ h ^. fae RH uz 
pun Pur p 
VEG P) wet D) 
0 
| SEE 
BR | a | 
"AN 
[ORC au HE UD VE toc. 十 -一 人 oF 
\ OX, 
D 
mE 
PSl | Taz 
Tag | 
| HO, 二 ass 十 ma 十 一 一 全 ME ; 
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P. RH 


T 
HTa + UGsg. tutes, H AQ ae | 
Xa | 


Ü 
(PV + P) Hcos — Puw 


D= — Fi Po(wsin Ü + u cosd ) 
-R Cout P+ H (eet + P )sin 8 
! 
Q 
0 
E ‘Fig — Dus T oos B 
D= | Fi (Casin dé -- c,,coa B } 


一 Hsing Cag — K C 
0 
中 Z 2 
E p( Cr n. E) 


] 


力 狂 式 中 的 所 有 参数 为 无 量 纲 参 数 ， 其 定义 与 第 八 章 中 的 相 n. 
u Faw RERA fy, xg, 23) = PREAH LA HE 


TRA AY a, 
HR”; PC. TOR PXSDMOAuBE. BEAMEN., 0. HAE J E 


i 1 at . 1 - 
= — | —— . — + al ee 1 
di 一 之 Hg f (= wesin d + u cos 4 ) 3 divy | 
Li gz l + 
Os, = 2 D | divV | 


1 i gu 
ag, = = 一 一 一 一 | = | — --. — 一 LL ——— 
Bc pel R (a V cos g )* H 5] 


go M o[.9" , 1 f Ow ^—u 
Fa = j= he | OX. + ff oz it )] 


Tu =T= h ee te (Ee — Ut sin (f) J] 

1 Ou fiw ] dv , wcosQ + wsin d 

ax, ax. HR OX. E 

方程 式 Cii-1-10 qupd gj RIAA IA ME AB KAZ 

利 某 一 虚 到 举 标 昌 面 的 对 称 轴 明 离 ， 上 其 表达 式 有 以 下 形式 
Hi—1-dcx,R, R =R, + xsin g 


x, 


HAC EY x, A EAER Hi (x, 0, x= const) AY HI -E ££. A. 为 
zzi] (x, x 00. BP ABBS ER TES ss pep RR EE 离 . 
DER x,— s, x.— n, UU 1 fe, EL AR RR oT AAA (8-1-3) 
$u (8-1-4) 相同 。 


=. SE ER fä 


J T ÀB IE I a Ba E SG PE EAM a PD y By ETE 
性 :和 便于 边界 条 件 处 再， 在 计算 中 引进 以 下 坐标 变换 


[iT 

j*—* (11-1-3) 
> = Hy 

z—z(éó) 


Xa— Bx X.) 
à (T $ Ajs X4) 


Č =- 


[25 


BB dT. x. x) ASB CRIS ERA obi FR) Bl ta U 


ae pm mn] A REE, RP 

SCT, x, AEB, x, Xa) — BM, X ~11-1-43 
Hx, x2 AMMAR, BCT, X x.) ABR A, Bip SE 
RRRA? =z CC) HEERA (8-1-8) 中 的 相同 SA 
SANS), MAER Ct. x, Y. 2) 5 PER OM dm (70. x. 


X 3X.) 之 间 有 以 下 导数 关系 


a ó Bt ð ax a av 8 az 
- — = 一 -一 + 一 一 二 .十 -一 一 一 十 一 一 一 一 
e 87 gr T ax gr gv ar gc at 
a āū a à Bx | 0 ay 8 9z 
ax, Gf Ox, 6x ax, Gv 8x, 8z Ox, 
Q a œœ 6 93x a GV e dz 
ox 81 X. ax OX. av TET az OX. 
8 _ 6 a , 9 ox | 9 OV , 9 862 
X, Gt aX, ax AX. ay ax, GZ 8x, 


FR Fl] AA eR ae HE AR (11-21-35 和 (8-1-8) 可 得 


2 -2 LN -2 
üt ol oz 
2 5 9 NW... 
ox, Ox ez 
8 a E 
o9 7 NM., —— 
OX, av NM, az 
8 _., a 
OX. oz 
rH 
IN = zy Ó, L = ide 


M =(5) tés 

M= B, Yo GOL, 

其 中 z 的 表达 式 与 式 (8-1-10 PAA), fL ARE fx px 
fe Sak, FD on foot? Be St. 
£5 Ab Beas iS A SE A ERAS N S 方 程 组 (1171-00 有 以 下 
形式 
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8j 8j 
fia, ?f2 | 


or} CE 8f; [ Gfs eU 
- 十 一 -~ 十 _.2% — fF ———_ AF 
$ N GZ L E | gz Az 


at ax av 
一 OF, + OF QN 
Bd 


Ox F. 
+ Dit 万， 
方程 组 【11-1-5) PHE U, Je Fei =1, 
AIJ (11-1-1) 中 的 胡同， 只 是 堂 标 变 换 后 的 粘性 Py 7I 9E EE 
Cay ALL Perk x 
= Bf 1 ( 24 NM, +. prp -div | 


OP; — M GF, _ | OF» 

l Pi M ŽE M, Ta) 
(11-1-5y 

2, 3) IDEE 


ml 


Cn Rel H X ax 
— 3 divy | 
Cas 一 " [N P : div? | 
(,,—0,, —. [-5 (ay TNM, E — v cos ) 
ty h TAM SE) 
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Bu l gu AT! Qu ol 
e L( 9" Lp, 99 L9 y 


BO. 
c mes REN oz .— H M8 
Oa a # far @ a 1 [9 — gw _ - )| 
Cu = Oy, = AN LAZ NM. — vsing )| 
H 
|. Il Ou Gfiw | 24 | 
divy = H-Z *N( oz M, az ) 
l gi : gu 4 cos Ë + Usinü 
HR | ay TNM, az E Pp 
i z 方向 的 变 


考虑 到 流动 参数 在 物 面 附近 粘性 占 主导 的 区 成 内 ， 
I xu x WMA, MEHR. AT PAH Lipa me 


DiS ELA, AT A i-is) 中 x 方向 的 二 阶 导 数 现 1 在 


条 性 项 中 》， 这 就 是 计算 中 所 采用 的 简化 NN-S AR. 


ASH MERER F2 a 


t= 2EN-S WAH C11-1-5), XRJG BRA D X 
ERC 1 3 中 所 介绍 的 方法 。 对 于 差分 方程 由 的 显 式 部 分 均 采 所 中 心 
2:47; 对 于 着 分 方程 中 的 隐 式 部 分 利用 近 催 因 式 分 解 方 法 。 为 了 
节省 讨 算 工作 量 和 简化 求解 过 程 ， 在 计算 中 采用 了 特殊 系数 拭 阵 
分 型 方法 ， 因 而 在 求解 过 程 中 避免 了 大 量 的 定 阵 这 算 利 敌阵 求 逸 
时 工作 。 EETA (11-1-5》 Wes FSB 
nS ety LA PF ae 


a (dt oe, fl cap ool ges 
LEU Par a = 3 x OFC Fy I+ aay OW Fo + IX 29 Fad 


1^ 
} Fak 

{ 11-2-13 
(IZABA L CITA ALA CF ted A CEE RAA ! 
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CI aod AG CF Dou A OU Ia = TUG ton (i1-2-2> 


— Lå — M ,820$,) MAN fadd 十 HUG 


Oa EU neat OU Fhe (4141-23-38) 


3:439 88 (11-2-1) HH C Hae C11-1-1) 中 石 端 各 项 的 其 分 
BEE. 有 了 以 下 表达 式 


eA 8. At 
ee dx] TS Wy 
B. 4i 
Us7 3 /jz 


A; XU SEBTIEAEREE DOF,D/ DUUM 1— 1.2. 3,. HË 
AUS SU AS: (11-2-1& : 
WAT A A, Hs SER. HON 


132 
ASSI ARS, (11-?-4 b) 
A; DHE A, HEINER A PPE CAD ACA) 为 


Aragi Ar) = a +au-+ fut Pw 
Dl ALL (11-2-5) 
dosti AnD S= 0 tant vr vu ata + c 
HEF AT ROM B OBERE A Zpoan. ERA 
Ainarak "Y } =i} 
As Au) THES (11-2-6 a ) 
Assess! A=] 


AVA) —81—6 


Com O (a? fro y* y /? 
e 1 
i 2 Co tast puot yw t|o +aut+ fut pull to, 


(11-3-8 b) 


HpacAR RH. BER AQ SS, S: MA RATS Bo, a. 
BAY. 这些 矩阵 的 具体 表示 可 参阅 第 四 章 中 的 附录 。 当 EC 
Ali. 套数 90。 a。 户 和 7 的 具体 形式 不 同 CGxHEBHIa. PA 
r 对 应 于 附录 中 的 e, a, Fae), BP 


= = =] = 1 == 
1-1]: C Ü, c HC a a, ] 0 
b=2:; 7=0, @=0, B—Y1/R, P= 
Ad 
Pas, 6e-LN, ua--N gone 
FEN 


差分 方程 组 1-2-1), €11-2-2) 3H (11-2-3) WA ALLER 
fE JY Y| 
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is is k D. Jo 
om te 
— Gs, (ASU Broke 
oo | an 
| (IHAA) ÂU. ie =U i 5 n 十 Cat Adsl )rsisk-i 


3a dc 
U vive = U Friek + RA SFA rie 
(11—2-7 ) 
其 中 


| 一 [Tr mm Sur 


本 站 一 


at=- i (DE 


类 似 可 以 写 出 5. 6 和 05. ds 的 表达 式 。 队 闫 分 方程 (11-2 -7 ) 
可 以 看 出 ， 只 要 已 知 边界 上 的 值 6.0. RUUDHDSR OS MERGE 
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WE. fla, Ab x Aik. #2 i Mm bam t fr 44 $8. a 
t 


Sh 8 xum, WHEX O1-2-7) 中 的 第 一 个 方程 可 水 
Fa fs r 


"OPE 
Hee EF BUD ; ; HH. FRIGRE SOR i wera aad. 


Ko We AY Sach” Bo BAM FAL e Jr a EH AT AR Hh 3 
(11-2-7) 的 和解 。 对 于 求解 定常 里 题 ， 格 式 具 有 二 阶 精度 。 

为 了 和 迹 -- 步 简化 计算 过 程 ， 采 用 第 四 童 中 的 煌 彝 系数 算 阵 分 
弹 方 法 。 现 以 x 方向 的 求解 过 程 为 例 简 述 如 下 。 将 差分 方程 
(11-2-7) 中 的 前 两 个 式 子 政 写 为 以 下 形 虑 


. l 
Afi PELLI EN 
[et 5$ D Ata" * —a48$ 
l 
i — n + 
+ 5 AX (TTE 8 ha—G (11-2-8) 


2 
一 一 B ett -AFF ne =F, = 一 
Se Adü a-FO (11-2-9) 
G; 在 正 扫 描 过 程 中 和 在 反 扫 描 过 程 中 均 为 已 知 。 所 采用 的 总 
Ik SB EE 2) TU SA 
Aissa 7, LIMES C 
Alans ~H y At —u 一 c 
Ai—uSul-ccl.;,. A =w iel, 
Av=wi+ceSUF.S, Ai=wi-—cSii,S, 
uta" 214!) 4-87 A,S,= AA 


Rip F hei, 2,5 x 5 APR kB kel, 2.3, 
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4. 50. 且 存 对 角 线 上 第 个 元 素 为 1 MAR E AFKE. 
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方程 式 中 ap bnc anm SCR [j, £5 ej ee BOE 
(11-2-8) 和 和 (11-2-9) TW Sh BART 
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j Qa PB. ie | B ft. oy 
i i-r 5 Ax” | 17775 pi D 
3 
SOLARI 
(SU dors | 
© (Bes | (11-2-10) 
| (Si os | 
(Si ors ly 
Po di 
2 fF — 
AÜ E -——3- 1 | 2 Ax P. 
i 1 B. At | 1 B. At lw c) 
2 zx | 2 Ax 
` (SD, wa 
CST aa | 
© (Sof (11-2-11> 
(S, Jars | 
(Si sau i 


pic S CS) A i = 4,5 
k 

X-—G. F 
A, AMEX GR, CS 和 GS, 0. 2r 9I Jj 58 EE STARS, 
Wace, BFR (11-2-10) X¥=G, MW Fw 112-11) Xf, 
IDEM, ERAR (11-2-645) Het RIARHPSATS M 
Cu 它 询 引入 是 为 了 改善 粘性 项 差分 造 近 式 对 徇 定 性 药 限 制 ， 在 
计算 中 取 为 


cC =m: ü f au? A 
! a H UH Y ziHePrp Ai 


一 一 一 


ca RY oiRePrp i 


E ae p (E (ey ag) 
ZZ Ny / Repol 1 +( r) +( Lc | 


(11-35-12) 

Ag AFR (11-2-10) $4 C1i-2-11) 可 以 看 出 ， 这 里 所 构 

造 有 的 差分 算法 不 但 消 际 了 通常 隐 式 方法 中 的 大 量 算 阵 数 值 求 XE. 

MASSA ERY Sei CEB hve sy TL Bh AY 

有 来， 月 格式 又 具有 隐 式 方法 的 优点 ， 是 无 条 性 稳 定格 式 。 这 是 最 
简单 的 隐 式 格式 。 


B= PARSE DR) ay LAr ee Fk 
—. ERM mF 


TE SPER CEST SP, bar AR AT AACA Bp eh 
法 . — Ap Fe FE fa YD TUS EE 2, 为 常数 的 截面 处 给 定 边界 条 件 
CBE mS), HIT RA, See Se WB d 


rH 一 


"e 


EER iet. PER Bp BSS nt ee ia ET BR AY CE BE 
pic atn ge BA BR AY, SOR eR Du SE AL ye RR a BD. TE, 
di FR, 一 常数 一 (xz RR Ey 5 np AR AR eG PE S 
流程 序 (BEARER AIS) SoA, GBB 
fd x ,—=(0,), abWp FAD LWA Cs ee fF 
(FLOR ATES GLa EAR. ROP Ty Be ERE Re A 
Sh Ay POSEE Bh CAB ER B SUA BR) aR LTS IT RRA 
‘hit R. dp] SEIROIOERGH4UCT P — 140i —2 Se eK AE, Ce 
By TRS aS TRE BO. TE P — LO AA ARS 
{FAR i :$ = L Sha eish Saki, HB 

| Fis ja Roc f(2,J4/N — Foi, k) 

f=p, u, Ww, T (11-3-1) 

| nt k= 2 JN j tl, R) 

REIN 2g y Jr IAL Br HE A A Hi 3L 


LI. FHAR Zf 


EE OH BSR TR TE A R EA IEA ee 
HA. WE TALLA i ERA TE A Oe 速 区 . 
在 该 截面 上 利用 x. 方向 的 二 阶 精度 外 插 公 式 : 给 出 下 游 过 界 上 前 
流 场 参 数值 。 


=., HIE- EN A o 
EHA PARAAN AA IE EFAA A AA BOR E 
BL, HAAAT] — 1j = 2 之 问 的 半点 上 ; 在 背风 而 ,村 
称 太 位 于 7 二 J 和 7 了 = 二 JN 一 1 之 间 的 半点 上 上， 在 这 两 个 平面 上 
dp Hu oh BN BE 2A Hu aS cuu LB B 
f€ai.,1, BJ= Ff Ci. 2. k) 
ear l, k= vki, 2. kJ (11-3-2) 
fCéÓs JN, R= fFCITI, J/N — 1. R) 
m EJN, h)—-—v(i,42JV—1, È) 
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HEHH f =p, u, Ww, T, 
男 一 种 边界 第 忻 的 椒 理 方法 是 考虑 在 迎风 面 ， 对称 平 面 位 于 
j — td. PRM ie Fi SKS 外 ,这 种 情 滴 下 利用 流动 
的 对 称 性 ， 在 对 称 平面 于 的 边界 条 件 有 以 下 形式 


| 9(i.1. k)— i CAgCi, 2, k)- G Ci, 8, R)I 
} 


Gli, JN, k J=- -Ug i,/N-1, B) 


MIL 
v(i, IN, k)= 0 


A HH =P, u, W, T 


m. db instet 


FEAL, AAAS HA EGRE. BEB a His — 
PABA, Ree ah, $ AK 7; Eu Ae 
TE BER E H LA EEA haa eee 
Pe. FRR BREE AS. JPR RRA, GE 
H EH EP a JAGE W E EA BATE 


2 EE 
经 坐标 变换 后 可 写 为 
grad P=} Hs —NM, oP), 
($E NM, -7 ) vt (11-3-4) 
2 TE BE [59 fal Rit 2 
Amy (BM. 一 OX Dd (11-3-5) 


这 里 B, HQx, x.) AMMAR, (BL, ax Be) os BS fi SP RC 
方程 式 (11-3-4) 中 MARI M, dE SE TIE EU ic 
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Mi',= CB, Maja = (BI 


Uz 
grad P- n-0 
由 可 得 


E (um ]- [75s Tr yae. 


LONX, Hp (Bi, ap 

F ax 1 RS ay 

AX o(11-8-62) HZA BEA Ree ih. Rx AY mpi THR 
中 心 差 分 ， 对 = 方向 的 导数 取 简 单 的 二 点 单 边 差分 ， 则 可 得 

[fz { 1 (Ea 


(11-3-6; 


Pirin S Pisa — NS d AX — dip 
i Bide, P E" 


emis [pe] [TESI 


在 式 €11-3-7) 中， 六 和 是 新 的 时 间 层 丙 已 类 的 内 点 EAE., 
各 户 则 到 上 -一 时 间 层 的 物 面 值 ， 从 而 可 以 近似 地 求 出 在 新 
时 间 层 内 物 男 上 的 奈 力 信 Pone 
A. Wi TRSR TE 

这 里 采 币 激 波 装配 方法 处 理 头 激 玻 或 称 外 汶 波 ) 而 流 场 内 
AN SOK SR FA RT A. TESA DE EIA RR H £O 
A [ri] BY Ath BP, RE SS Age OY te plc Se one hu ah 
的 处 理 方法 5 另 - 一 种 是 在 激流 点 十 建立 局 部 正 交 灌 标 系 。 bros 
方程 和 激 波 关系 式 进 行 联 立 求解 ， 给 出 激流 上 上 的 流动 参数 。 这 里 
仅 介 绍 第 一 种 简单 处 理 方 法 ， 

EREA mAAR IA n Z Di MERRET E 


TRO 


UE ni] ei SR SL 


AF EJ teh 
PV V z)-—O.—z). (11-3-8 à } 

动量 守恒 ， 
p.t POV ZS prO. ZZ) (11-3-8 b ) 

FER 348, 


p ^ 1 [P 
[tOr] tg eo mim [Lor]. 
Loopy yy 
t$ 0O5 ZY 
(11-3-8 € ) 
关系 式 【《11-3-83) PTE S 表示 波 后 参数 值 ， 下 标 避 表示 波 前 来 
流 参 数值 ， 广 ,为 房间 于 激 波 面 的 外 法 向上 的 速度 分 量 ， 辽 为 激 速 


沿 其 法 向 的 移动 速度 。 由 式 (1-3-8) WHS FRA 
二 LPs tC = 120p. €11-3-5) 


ar Yi )p.- CY 4c 1 yp. 
J 174 
Z Vt © (Ba Pad +- Ms ] '11-3-19) 
u o. . 1, 
Vne =V uf t — p, Jo - Pa) | (11-3-11) 
在 这 里 所 选取 的 无 量 纲 定 闵 下 有 
Pa= l, Pa = MGE 


来 流速 度 的 各 个 分 量 在 有 攻 角 情况 下 为 


Ha = osasin ë — sin a eos 6 cos 9 


Ja sinc sin 9 (11-3-12) 
W= —cos «a eos Gd -— sin a sin d cos 中 
m 
VO PM ite F E atia {11-3-13) 


ZEHA., 4H Bor, x, x. Xa) ma. HU ak H; 
Pi UE BTS [el Ta] t A 
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mom 7 mt = [EP E , 1l fK (11-3-14) 
a= j -[ Boe)" 二 | Bade y 


HPs =x, vx. 

询 定 激流 边界 上 的 合 数 具体 作法 如 下 ， 首 先 利 用 显 式 差分 方 
TUR Z 坐标 方 问 上 的 单 边 差分 求 出 激 疲 后 的 压力 值 〈 即 利用 内 点 
值 求 出 激 波 上 的 压力 值 ) 户 ， 然 后 利用 式 (11-3-1000& HI PEE SE 
HZ. Bar 


eB. — Pr (CER ] La- 
-[1«( I ) +( t ) Z  (11-8-15) 


Bg WT fa BS gkEQLAE 


H5 


Be" Bia 4: jt (11-83-16) 


a 
Rien + Swe EA. PAMA (11-3-14)o0E n+ 1 Hj 
H Fei Ape IHE Pe ee, A Wu np ph SEU BU J GAGXOERIBR 1 AE A] 
层 上 激 波 面 处 的 流动 参数 。 为 了 方便 写 出 以 下 激流 前 后 关系 式 的 
形式 (类似 于 第 八 间 中 所 给 出 的 二 维 情 沈 ) 
1 | Y—1 


Du —. c lg, 2 — 4 1 EN 
O0, Pt. "7-1 MoV a ZP 


Lum v Maz *( P7 a) on Z) 


a na ol. ~ 
Hy == HU ( 1 p, ja CF ET. Z) (11-3-17) 
— — Pou 2) 
i 
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第 四 节 PEER BC Fg PS PAT oP} BS EI RC (ELE 0177 


Shs? AROMAT iz a PRE RR, EET Re 
X pint SiH, TEATS a a A A FA KITARR R TES nt He 场 中 ， 
Re OF = AE AWSE EP RE BR. SHICÓK 
ACCRA CEP UTES} A A: = ES) EB — 1-48 0L DUC. Xd ix — 88 2H] 
流动 人 人 们 已 进行 了 大量 研 究 工 作 ， 但 对 其 视 理 的 消 楚 认识 还 有 得 
于 进一步 的 研究 。 

采 骨 数值 计算 方法 求解 粘性 流 方 程 ， 数 值 模 拟 这 一 物理 问题 
是 研究 该 问题 的 重要 和 手段 ,为 了 能 正确 模拟 这 - :复杂 的 流动 现象 ， 
要 求 所 选用 的 方法 有 足够 的 本 确 度 ， 右 正 谢 的 边界 条件 让 理 ， 主 
能 正确 模 所 复杂 流 场 中 的 种 种 物理 特 社 。 此 和 外， 还 可 求 计算 方法 
有 和 较 好 的 稳定 性 和 收敛 性 ， 且 有 较 病 的 求解 效率 ,计算 过 程 简 单 ， 
花费 较 少 的 计算 机 时 能 得 到 正确 的 流 场 第 果 。 

这 里 采用 本 章 中 介绍 的 数值 计算 方法 求解 烙 性 流 方 程 
(11-1-5), RRM SERRA PAS Aah. MRR 
HB, Te A BE REGE go SE PESE; eA LES A. 

BR RE FAR TPES. BEART f80.—4.7' , CE Di UC 5$ X 
Ma.=10, EWA CRABB K 为 特征 长 E, R.— 10 Res 


pl -一 一 计算 
. & A tM 1: 
24.0 a pag’ 
[-] 
16.9) 
8 .中 
~ P= 54 
a & ©2140". * 
Ù d. Ü 。 a 


图 11-2 物 而 压力 分 布 
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2.014 x 107, Aa —50', HEEE sL 10, ÆR 11-2 rB £3 出 
Tes, 90, 180' c^r-E ^p E B9 E ER HBS RR. 
六 了 广 比 较 ， 在 略 中 还 给 出 了 文献 E13 中 同一 问题 的 结果 ， 可 以 看 
出 ， 一 者 是 相 附 的 《所 选用 的 网 格 点 为 Ad x 41 Xx 41). 

在 图 11-3 和 图 11-4 rp. 给 出 了 五 个 * 一 const. BJ BAIE DD 
[23 £7 TE EE BH. 038 BD EE E. 


Ej ayi 


M bo | 120 


图 11~3 FAB fud BED 3) ty Co) 


Biia Jal ie) qr m ERU GR C5) 


RETA SU. ARM AA. Usu EROS. BER 
Frei BEER (x > 80, BA WS Rk” CRUS) PR RA 
等 的 点 )， 基 本 上 在 一 射线 上 上 。 在 网 14-5 至 图 11-10 中 给 出 了 各 
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x pL Ee AX Th PY Ae BE eB, TED 12-5 rh Po Tox = 
0.546 ALAHA UR. BAU BH, BIHAR NRA E 


Jr PES ib UST DAL E 
分 岗 【 这 - :点 从 图 
11-1190 F8] 11-12rB 
£f HEREDES Fa tt 2X 4B. 
可 以 看 到 ), H 到 
x ss 3 部 未 见 到 背 
风 面 的 分 离 流 图 
象 。 这 说 明 对 于 背 
RU 4) Petites, PH 
AE A SP h EF ES 
《这 一 点 与 尖 尖 性 
KK A BS it i Hy 
比较 就 更 清楚 了 )。 
在 图 11-6 中 给 出 
T x —4.473 处 的 
i H5. xxu 
以 清楚 地 看 到 物性 
背风 面 的 分 离 流 动 
图 象 。 在 图 11-7 中 
fh T ox =7.114} 
8 oe T A ES x. 
fe] 11-8 中 给 IH T 
与 图 11-7 [n] 一 i 
场 中 的 局 部 放大 
A. 将 这 一 第 时 
与 向 11-6 相 上 比较 ， 
可 以 看 到 有 风向 分 


图 11-5 d Im HIE ni x-0.5485 


图 11-6 RM BR RSH Cx 4.2473) 


B4 HAGRI. EMR RE, RAB k 
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EE 
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j TELER 
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图 11-a | Ht ey E HE in] Ri se fH 
Cx = 局 部 这 二) 
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Ld BERI. {EIT aR BH A TE ER. 

在 图 11-8 中 给 出 了 x —8.9 RPMS Zi RB, XE PE 11-10 中 
$i HT I fer ABB I AE B. 这 里 的 分 离 图 象 与 x —7.11 处 
AE. EAR e-—180'fp p 2x E np ig AE EU BE Xx DH. 


E]11—10 — mE dE E IAE lo] Fk sr fo 
Cx = 8 SIE] br dh dr AB 
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在 图 11-11 4), 48 T 9 =135 db pud HL ER RR ESR PS, ES 
11-12 d, #4237 © = 190° Ab Ds pg RA. 
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图 11-11 aR RS EE C1D 


! ESTESE | | 
poA 
DAMES 

SSEAGWNSSRRBRERINPSPIPRIIG Di 

NS NUR 3 n 和 a r H 

PPT il H 

Mai iy || 
一 - ail ij 


E] 11-12 $in iR PR Lee C20 


Max Bap Bag BU. qug Pug ED [85r eg £5, E a if D ER ic? 
Bgiimi. BERA CNTR” £X. TRAM SR SER NÉ s X BJ "SY 
Ji^ £. 

U EARE RHAH a h ATINE Wa An A dc 
Uk X IA ATI JA oy A io al] 89 d A WCG HY 


SESS ”航天 发 机 二 维 炸 性 绕 流 的 数值 模 氢 


航天 飞机 的 二 维 超 声速 高 超声 速 精 性 绕 流 流 场 是 机 当做 水 
的 。 在 中 等 志 诺 数 情况 下 ,车 性 干 护 对 该 流 场 的 特性 起 主导 作 得 
对 该 流 场 特 件 的 研究 、 数 次 模拟 声 法 是 重要 的 研究 手段 。 

这 里 为 了 进 - - 步 验证 本 章 所 提出 的 三 维 粘性 流动 的 计算 方法 
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Ay BoA ee et le 2, trh SP AR BL [b ope S AM PRSE 
— HRS ERT SR. Ree in Aba, [iH 
es He AR FA a qp Hein Pe BOT TK XUL SE TE 
Hp 833 (A TR a) Ji nuc B. 

Sl 1 所 选用 的 讨 算 外 形 为 文献 42 1 中 给 出 的 带 有 座舱 次 的 
航天 机 外 形 ， 参 抑 图 11-13。 计算 条 忻 ; 来 流 马赫 数 Man. d, 
HA a =15.3, did He-—10' AHS T matis EB -—- 
粘性 绕 流 的 计算 结果 。 在 图 11-14 pT e —0^ 301807 两 个 子 


pae 


H113-13 HLA &ESL5PE C12 


Elir-14 ilk 4; fp 
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午 贞 上 的 物 耐 庄 力 分 布 。 为 了 比较 在 图 中 还 给 出 了 对 应 的 无 业 流 


结果 避 ， 可 以 看 出 两 者 相符 。 


Biz Æ- HPP, RHA -IRA RAE S= H E 


RPE He, 28H Y pA X 
"i 向 化 外 形 的 全 机 三 维 丫 性 
HELDAR HAA e GIO 
2 hey Ma. = T, a-—g, 
He-148000, 在 图 11-15 中 
给 由 了 航天 发 机 的 外 形 。 在 
Ki 11-16 4x 图 11-18 H, Xf 
EHT €v-—0', 900,180 
三 个 子午 而 上 的 物 面 压力 分 
布 。 
为 了 比较 ， 在 图 中 还 给 
IH T 3655283 ZE [HI — AR TET 


图 11-1]5 航天 飞机 外 形 C2) 


的 计算 结果 ， 可 以 看 出 除 史 = 一 90 子午 面 上 侧 强 附近 外 。 二 者 都 


图 11-] F =0°H E» Hj FE 73-5 dp 


FERREE. Mita Ra Baik, 


fj A Pol FE. AARS, 


iX dé P yix BF EA UL EE SR Ee, Mt E 
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1.0 一 一 Wr X 
2 x Xd 


图 11-17 P = 908" HH HE Aa 


P 
1.0 — — 情 性 流 结 果 
0.8 * on Ai 
0.5 


EJI- © - 180° MH (E Hs 73 2r B 


ii-i Ae B D sr 
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Bet EUISMIBROR EGER BESUT UU EIEDEDE. AAR R 
FENG PU C EB A A TP Ra SR HR RI MAA S). [8 11-19 中 给 出 
T fa mle Aaa. Fi WRzez ih Fox = 5, 10, 15, 20, 25 
AY FA] [ahs J SA. B8 11-20 中 给 出 了 激 波 形状 各 网 格 生 上 成 图 
{P =90 7 


图 11-20 PREFER AIRE (69 = 90D 


Wy r £& oy ups UR C d fg 8H BU int s E BE. EY 
中 在 XX 二 19.4 一 27 .8 RACK A ORM. RS sj. 
p T im 3e BS TEE WU RR Pr HS i, Ey ec E Sp SE E UE TH AS BIr p^ HE RT c 
射 注 波 和 村 激流 的 改变 。 图 11-21 4h: Y Bu mE gr a ee 
和 网 格 生 成 图 。 沪 了 正 镶 槛 所 人 删 愤 附近 流 场 ， 讨 算 中 同名 采用 了 
JEHA ED, EFIE BM ES ue JA pp 96g USE P] Ere 

FE 11-22 28 :H T DAL S Geta ee AR A ee A (LEX. PL 11-723 
of rH T d Fe re A BIA x BE] Tio dB. MOLIS EDO fu cR ap BLU 1B. 
Wie STE ROK BE - - PSHE RM. sk nk E qu e EH Xr I T- 
TWAT, HI AER RRA = AE DT. RR AN ik 
Be sy PAT RR eS, RPC SAI BY AE JE. UL it 
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F&] ip RUB Ra PS SE REED Cox = 25.8) 


i£ 11-21 


8.1) 


32 


Cx 


É[11—22 Bea PIER 7j SE TH EZ 
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图 12-23 fa Ahia AE AEA fC x = 28.7) 


T4r£h SA RETA ROT MR KALA BBY Sid. 

x eh RARR, 不 用 本 章 给 出 的 计算 方法 ， 数 值 
模 扎 航天 飞机 【简化 外 形 ) Be KP RAS Ae 
成 功 的 。 


BA PAR BES A ESE at ST 


fExx—q PH PA d- He Re Se 4a BP ee n] Ba) 
il, DiS oe SmE 11-24 所 示 。 EE Fix POEX&IL E. 
& 24) 5] BE int Bed Be A SE Ra. 这 一 激 
Pee Ap ASH MS IM AFR, OP RA cfe T RU cis 
N-S 方 程 深 计算 这 一 癌 题 ， 对 简化 了 的 N-S 方 程 是 采 出 第 四 生 
介绍 的 褒 点 格式 进行 差分 逼近 的 。 为 了 加 快 收 伍 速 度 ， 采 用 了 第 


图 11-24 PE QEIA FEE S F I Eg on xx A 


七 章 所 介绍 的 算 子 放大 型 修正 方法 。 有 尖 这 一 问题 的 计算 可 参阅 
MAAC 4, 53, 


一 ， 微 分 方程 与 坐标 变换 


计算 中 的 堂 标 系 是 这 样 选 取 的 ,最 均 习 来 流 的 方 启 为 守 方 向 ， 
YR Ade EDT REA Te, A Ie) c. 计算 中 对 N-Ss 方程 
Jg idk. TER TET fe BT T bt — ly Se Be, SP PEP ag 
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对 方程 以 来 流 有 半生 进行 了 无 量 纲 化 ， 简 化 了 的 N-S 方程 
的 商量 形式 为 


au 8f, 4 9f 4 9f. — Vi, (11-6-1) 
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XX Hos, Re Ree. XJ; (11-8-6) 的 盖 分 逼近 式 为 
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4; A $a (€11-6-7) BES PHA Aa HJ. fü 
点 格式 是 无 条 性 稳定 的 , 但 它 是 一 个 色散 型 的 格式 . 参 变 量 aa 
的 引入 是 为 了 在 差分 方程 中 引入 耗 散 项 ， 以 利于 压制 数值 解 中 的 
韭 物理 振 葛 。 不 难看 出 ， 在 疮 消 区 {11-6-7) 的 定常 解 将 有 二 院 
逼近 精度 ， 而 在 激 波 附近 将 以 迎风 差分 占 主 导 地 位 。 

FSO BIW, Stes 六” 的 系数 有 可 能 为 零 ， 旗 大 型 
修正 关子 (或 称 调 节 流 子 ) 的 引入 将 有 助 于 克服 这 一 不 足 。 

由 于 放大 型 修正 因子 的 引入 使 得 差分 方程 不 再 帝 近 于 原 微 分 
FE, MERIT 
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HAK RAOLA, 21x. ax, sfi/He), 方程 (11-6-6) 与 
(11-6-11) RAFTER B SE TEE, 

(2) ği =z N-S 方程 的 差分 通 近 

计算 中 采用 的 避 近 于 (11-6-5) 的 差分 方程 为 
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APR) “为 声速 。 对 粘性 项 采用 了 普通 中 心 壮 分 ， 所 得 之 结果 方 
RoR i. ,上 之 增长 方 同 进行 求解 。 此 时 来 知 量 只 限 在 一 个 点 
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上 上， 因而 方程 极 易 求解 。 

(=) 边界 条 件 处 理 与 初始 条 件 的 给 定 

id ES TERI 28 XE HAS REED 11-24 。 

l. {Ex = 04) AE E'.4'iBi b, REH Y = o Eb RB E iR 
斯 (Blasius) 型 边界 层 解 ， 其 上 为 无 精 均 名 来 流 ; 
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三 、 计 算 结 果 与 分 析 


(—) 计算 参数 

在 所 计算 的 流 场 中 取 来 流 马赫 EO Ma.—2.94. dx UE "o 
27.82, EH MEF 10 APRH., 波 前 与 波 后 的 庄 力 比 为 Ps/ o- 
2.02, 进行 了 两 组 ib E. 一 组 为 并 6 二 687 .5 (Re, 一 10 ， 1.29 
计算 流 场 的 高 度 ;; 另 一 :组 为 上 es 一 3000 (Ae, 23x 10)。 计 算 区 
域 为 一 长 方 体 。 在 第 一 组 计算 中 取 Xx7 工 二 1.2:， y LS. D, 
zf/L=1.0, ARP RI RBANCEDXN OND KN DD 
=25* 31Xx 31， 这 使 得 在 来 流 的 附 TE: 内 上 大约 有 10 Pe. 
计算 中 调节 因 - 汗 中 的 1 下 为 2。 

(=) HAAR 

图 11-25 至 图 11-30 为 利用 第 -组 数据 计算 eR, FP 11- 
31 "€ EH 11-33 WA — £u Xm 据 计 算 的 结果 。 在 放 11-25 Fh T 
激 波 与 边界 层 相 互 干 扰 对 上 游 的 影响 域 。 它 是 根据 压力 上 升 博 
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Mie. ERT TRAP ILPM AR BER be SRM La Be 
出 很 忌 开 趋向 平行 于 沂 波 。 在 图 11-26 eee Ton 界 Ja Sy ME 
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me, FEAR RAS 现象 ， 这 是 由 于 在 来 流 边 界 以 及 
z 二 0 之 边界 加 上 这 界 条 件 不 适应 以 及 各 物理 参量 赤 大 出 引起 
的 。 这 一 号 动 现象 主要 眼 制 在 假想 的 栅 体 之 内 。 在 半 移 之 外 几 平 
无 跳动 产生 ， 并 流动 平行 于 栅 面 。 从 这 三 个 赂 中 还 可 看 到 。， 产 无 
粘 区 激流 过 度 点 较 多 ， 这 是 田 于 激 钼 附近 格式 隆 为 一 阶 精 麻 而 造 
成 的 ， 为 提高 激 波 附近 数值 解 的 分 辨 率 ， 和 需 采 用 第 五 、 六 章 中 所 
分 绍 的 差分 格式 。 


[11-35 Fe EC S un d 


xS 
Ef “> 
= 2. 2b a ™ 
) 一 十 一 一 -一 一 一 一 
nm . 
noe 
0.6 0.5 1.ü z 


Hi11-2680a»  B-LIMPMEHE CY -Z WD 


计算 中 穿 过 激流 的 压力 升 是 很 大 的 。 无 论 二 维 问题 的 实验 关 
东 还 是 计算 结果 ， 部 表明 在 这 样 大 的 压力 升 情 训 下 似乎 应 有 分离 
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图 11-27 在 1 =20 时 和 不同 商 庆 上 的 压 Hy ay th 


流动 产生 。 然而 在 本 计算 中 ， (ATR st ef RY M 
人 看 不 到 分 离 流 运动 。 it HEX mue uu dr Eq UE. MF 
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WU 2 OAS} i 动产 生 。 图 11-31 为 1 = 20 时 计算 的 分 BSULAD 
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Ki11-32 TE =20, k= 8, 10, 12, 14, i6H[ULso A 
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附录 ERIRE 
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SPUD A BO x $8. REA PER AA ERR. ONG. A x 8t 
为 8 = 0 的 轴 ， 朋 设 举 标 球 必 原点 与 物体 的 球 头 中 心 点 重合 ， 半 
PAA OR, 0, P), ABBA PB. DE x HAG — 0 ij 
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方程 式 中 的 Vs， Va Fe 对 应 为 体 轴 坐标 系 内 三 个 坐标 及 ， 8 和 
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